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Uvod
Kad je Dirichlet 1837. godine pomoc´u (Dirichletovih) L-funkcija dokazao Teorem o pro-
stim brojevima u aritmeticˇkim nizovima, uocˇen je potencijal primjene ozbiljnih analiticˇkih
metoda u teoriji brojeva. Dirichletov se dokaz smatra rodenjem analiticˇke teorije brojeva,
a korisˇtenje generalizacija Dirichletovih L-funkcija i u suvremenoj je teoriji brojeva vazˇna
ideja pristupa brojnim problemima.
Danas je jedno od vazˇnih podrucˇja istrazˇivanja u analiticˇkoj teoriji brojeva teorija mo-
dularnih formi, holomorfnih funkcija na gornjoj kompleksnoj poluravnini koje zadovo-
ljavaju odredenu funkcionalnu jednadzˇbu u vezi s grupom SL2(Z) (ili, opc´enitije, nekom
njenom podgrupom konacˇnog indeksa) i neke dodatne uvjete (vidi potpoglavlje 3.2). Ne
samo da su iznenadujuc´a svojstva modularnih formi izvor dokaza brojnih netrivijalnih
identiteta u teoriji brojeva, vec´ modularne forme primjene nalaze i u algebarskoj geome-
triji i matematicˇkoj fizici te su u jakoj vezi s teorijom elipticˇkih krivulja. Jedan je od
najpoznatijih rezultata o toj vezi Teorem modularnosti, u potpunosti dokazan tek 2001. go-
dine, prema kojem je svaka racionalna elipticˇka krivulja zapravo “zamaskirana” modularna
forma. Cˇinjenica da je Posljednji Fermatov teorem dokazan upravo kao posljedica (poseb-
nog slucˇaja) Teorema modularnosti dovoljno govori o aktualnosti i snazi teorije modularnih
formi.
Ovaj je rad zamisˇljen kao uvod u analiticˇku teoriju brojeva i teoriju modularnih formi.
Podijeljen je na dva dijela: cilj je prvog dijela Drichletovom metodom dokazati Teorem o
prostim brojevima u aritmeticˇkim nizovima, dok se drugi dio bavi modularnim formama.
Rad pocˇinje uvodnim poglavljem (Poglavlje 1), u kojemu razvijamo metode komplek-
sne analize koje c´emo koristiti u glavnom dijelu rada. Osnovne rezultate navodimo bez
dokaza, ali posebnu pazˇnju posvec´ujemo beskonacˇnim produktima te dokazujemo poznatu
formulu o razvoju kotangensa u red parcijalnih razlomaka (teorem 1.3.1).
U Poglavlju 2 Dirichletovom metodom dokazujemo Teorem o prostim brojevima u
aritmeticˇkim nizovima (teorem 2.0.2). Na putu do dokaza proucˇavamo grupe karaktera
konacˇnih Abelovih grupa, konvergenciju Dirichletovih redova, dokazujemo osnovna svoj-
stva zeta funkcije i Dirichletovih L-funkcija te uvodimo pojmove analiticˇke i prirodne
gustoc´e skupova prostih brojeva. Na kraju ilustriramo jednu primjenu Dirichletova te-
orema: dokazujemo da za svaki n ∈ Z\Z2 skup prostih brojeva p takvih da jednadzˇba
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x2 = n ima rjesˇenje modulo p ima analiticˇku gustoc´u 12 (teorem 2.7.6).
Poglavlje 3 uvod je u teoriju modularnih formi: promatramo djelovanje modularne
grupe na gornju kompleksnu poluravninu i identificiramo kvocijent tog djelovanja sa sku-
pom resˇetki u C definiranih do na homotetiju; definiramo modularne funkcije i modularne
forme tezˇine 2k, k ∈ Z, i ostvarujemo vezu s funkcijamaR → C tezˇine 2k (ovdje jeR skup
resˇetki u C); odredujemo dimenzije i konstruiramo baze prostora modularnih formi te ocje-
njujemo brzinu rasta njihovih Fourierovih koeficijenata; uvodimo Heckeove operatore kao
korespondencije naR i dokazujemo osnovna svojstva njihovih svojstvenih funkcija i odgo-
varajuc´ih Dirichletovih redova. Usporedno s razvojem teorije uvodimo osnovne primjere
modularnih formi i modularnih funkcija: Eisensteinov red, modularnu diskriminantu i mo-
dularnu invarijantu, i istrazˇujemo njihova svojstva. Primjerice, odredujemo koeficijente
razvoja Eisensteinova reda u Fourierov red (korolar 3.3.12), izvodimo Jacobijevu produk-
tnu formulu za modularnu diskriminantu (teorem 3.7.3) i dokazujemo multiplikativnost
Ramanujanove τ funkcije (teorem 3.8.24).
Zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. sc. Goranu Muic´u, na velikoj pomoc´i pri odabiru
teme koja me “natjerala” da zavolim teoriju brojeva, te iznimnom strpljenju i brojnim
korisnim savjetima tijekom izrade ovog rada.
Poglavlje 1
Rezultati iz kompleksne analize
1.1 Osnovni pojmovi i rezultati
U ovom potpoglavlju izlozˇit c´emo neke poznate rezultate kompleksne analize koje c´emo
koristiti u glavnom dijelu rada. Dokazi navedenih tvrdnji mogu se nac´i u bilo kojem stan-
dardnom udzˇbeniku iz uvoda u kompleksnu analizu, npr. u [2].
Osnovni pojmovi
Polje kompleksnih brojeva C, skup uredenih parova realnih brojeva s operacijama zbrajanja
(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2), x1, y1, x2, y2 ∈ R,
i mnozˇenja
(x1, y1) (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2), x1, y1, x2, y2 ∈ R,
promatrat c´emo sa standardnom topologijom naslijedenom od R2. Neprazan, otvoren i
povezan skup u C zvat c´emo podrucˇjem.
SkupR identificirat c´emo s njegovom slikom po ulaganjuR ↪→ C, x 7→ (x, 0). Uvedimo
oznaku i := (0, 1). Kako je {1, i} baza dvodimenzionalnog realnog vektorskog prostora C,
svaki z ∈ C na jedinstven se nacˇin mozˇe prikazati u obliku z = x + iy, gdje su x, y ∈ R.
Kompleksno konjugiranje je funkcija C→ C,
z = x + iy 7→ z := x − iy, x, y ∈ R,
a apsolutna vrijednost, |·| : C→ R, definirana je sa
|z| = |x + iy| :=
√
zz =
√
x2 + y2, x, y ∈ R.
Uvedimo sada osnovne pojmove kompleksne analize – kompleksnu derivaciju i integral
neprekidne funkcije po po dijelovima glatkom putu. Neka je Ω otvoren skup u C.
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Definicija 1.1.1. Kazˇemo da je funkcija f : Ω→ C derivabilna (diferencijabilna) u tocˇki
a ∈ Ω ako postoji
lim
z→a
f (z) − f (a)
z − a .
U tom slucˇaju ovaj limes zovemo derivacijom funkcije f u tocˇki a i oznacˇavamo ga sa
f ′(a).
Neka je U ⊆ Ω otvoren. Ako je f derivabilna u svakoj tocˇki skupa U, kazˇemo da je f
holomorfna ili analiticˇka na U.
Kazˇemo da je f analiticˇka u tocˇki a ∈ Ω ako je f holomorfna na nekoj otvorenoj okolini
tocˇke a.
Ako je f holomorfna na Ω, kazˇemo da je f holomorfna ili analiticˇka funkcija.
Definicija 1.1.2. Neka je f : Ω → C. Za n ∈ Z>0 i a ∈ Ω induktivno po n definiramo
derivaciju n-tog reda funkcije f u tocˇki a:
(1) f (0) := f .
(2) Za n ∈ Z>0, ako postoji otvorena okolina U tocˇke a takva da je f (n−1)(z) definirano
za sve z ∈ U i da je funkcija f (n−1) : U → C derivabilna u tocˇki a, kazˇemo da je f n
puta derivabilna (n puta diferencijabilna) u tocˇki a i definiramo derivaciju n-tog reda
funkcije f u tocˇki a sa
f (n)(a) :=
(
f (n−1)
)′
(a).
Definicija 1.1.3. Neka je I interval u R i neka je γ : I → C. Neka su u, v : I → R takve da
vrijedi γ = u + iv. Ako su funkcije u i v derivabilne u tocˇki t ∈ I (kao realne funkcije na I),
kazˇemo da je γ derivabilna (diferencijabilna) u tocˇki t i definiramo derivaciju funkcije γ
u tocˇki t sa
γ′(t) := u′(t) + iv′(t).
Definicija 1.1.4. Neka je [a, b] (a < b) segment u R.
Neprekidnu funkciju γ : [a, b] → Ω zovemo putem u Ω. Tocˇku γ(a) zovemo pocˇetkom, a
tocˇku γ(b) krajem puta γ.
Za put γ : [a, b]→ Ω takav da je γ(a) = γ(b) kazˇemo da je zatvoren.
Za neprekidno diferencijabilan put kazˇemo da je gladak.
Za put γ : [a, b]→ Ω takav da postoje n ∈ Z>0 i a0, a1, . . . , an ∈ R takvi da vrijedi
a = a0 < a1 < . . . < an = b,
pri cˇemu su restrikcije
γ|[ak−1,ak], k = 1, . . . , n,
glatki putevi, kazˇemo da je po dijelovima gladak.
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Definicija 1.1.5. Za po dijelovima gladak put γ : [a, b] → Ω i neprekidnu funkciju f :
D → C, pri cˇemu je D ⊆ C takav da vrijedi γ([a, b]) ⊆ D, definiramo integral funkcije f
po putu γ sa ∫
γ
f (z)dz :=
n∑
k=1
∫ ak
ak−1
f (γ(t)) γ′(t)dt,
pri cˇemu je a = a0 < a1 < . . . < an = b proizvoljna subdivizija segmenta [a, b] sa svojstvom
da su restrikcije γ|[ak−1,ak], k = 1, . . . , n, glatki putevi.
Svojstva kompleksne derivacije i integrala po putu
Neka je Ω otvoren skup u C.
Propozicija 1.1.6. Neka je a ∈ Ω. Neka su f , g : Ω → C derivabilne u tocˇki a. Vrijede
sljedec´e tvrdnje:
(i) Funkcije f + g i f · g derivabilne su u tocˇki a i vrijedi
( f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a), ( f · g)′(a) = f ′(a) g(a) + f (a) g′(a).
(ii) Ako je g(a) , 0, tada je funkcija 1g : g
−1(C\{0})→ C derivabilna u tocˇki a i vrijedi(
1
g
)′
(a) = − g
′(a)
g(a)2
.
(iii) Ako je Ω1 otvoren skup u C takav da je f (Ω) ⊆ Ω1 i ako je h : Ω1 → C funkcija
derivabilna u tocˇki f (a), tada je funkcija h ◦ f : Ω→ C derivabilna u tocˇki a i vrijedi
(h ◦ f )′(a) = h′( f (a)) f ′(a).
Primjer 1.1.7. Polinomi i racionalne funkcije s kompleksnim koeficijentima holomorfne su
funkcije na svojim prirodnim domenama.
Definicija 1.1.8. Neka je γ : [a, b] → Ω po dijelovima gladak put. Definiramo duljinu
puta γ sa
l(γ) :=
∫ b
a
|γ′(t)|dt.
Jednostavnu, ali vazˇnu ocjenu vrijednosti integrala neprekidne funkcije po po dijelo-
vima glatkom putu daje sljedec´a propozicija.
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Propozicija 1.1.9 (Fundamentalna ocjena). Neka je γ : [a, b] → Ω po dijelovima gladak
put. Neka je f : D → C neprekidna funkcija, pri cˇemu je D ⊆ C takav da je γ([a, b]) ⊆ D.
Tada vrijedi sljedec´a ocjena: ∣∣∣∣∣∣
∫
γ
f (z)dz
∣∣∣∣∣∣ ≤ l(γ) maxz∈γ([a,b])| f (z)|. (1.1)
Spomenimo i jedan koristan rezultat o derivaciji kompleksnih funkcija definiranih in-
tegralom.
Propozicija 1.1.10 (Leibnizovo integralno pravilo). Neka je f : [a, b]×Ω→ C neprekidna
funkcija koja je neprekidno diferencijabilna po kompleksnoj varijabli. Tada je funkcija
g : Ω→ C, g(z) :=
∫ b
a
f (t, z)dt, z ∈ Ω,
holomorfna i vrijedi
g′(z) =
∫ b
a
∂ f
∂z
(t, z)dt, z ∈ Ω.
Eksponencijalna funkcija i kompleksni logaritam
Oznacˇimo C∗ := C\{0}.
Definicija 1.1.11. Funkciju Arg : C∗ → (−pi, pi], pri cˇemu je, za z ∈ C∗, Arg z definiran kao
jedinstven α ∈ 〈−pi, pi] sa svojstvom
z = |z| (cosα + i sinα),
zovemo argumentom.
Definicija 1.1.12. Funkciju exp : C→ C,
exp(x + iy) = ex+iy := ex(cos y + i sin y), x, y ∈ R,
zovemo (kompleksnom) eksponencijalnom funkcijom.
Eksponencijalna funkcija jedinstveno je analiticˇko prosˇirenje realne eksponencijalne
funkcije na C. Njezina je slika skup C∗. Eksponencijalna funkcija nije injekcija, sˇtovisˇe
periodicˇna je s periodom 2pii. Medutim, njezine restrikcije na R × I, gdje je I proizvoljan
poluotvoren interval u R duljine 2pi, bijekcije su na C∗.
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Definicija 1.1.13. Logaritam kompleksnog broja z ∈ C∗ jest bilo koji kompleksan broj
w ∈ C takav da vrijedi
ew = z.
Kompleksni logaritam jest bilo koja funkcija f : D→ C, D ⊆ C∗, takva da vrijedi
e f (z) = z, z ∈ D.
Kompleksne logaritme
lnα : C∗\Arg−1(α + 2piZ)→ R × (α, α + 2pi), α ∈ R,
zovemo granama kompleksnog logaritma. Funkciju ln−pi zovemo glavnom granom kom-
pleksnog logaritma i oznacˇavamo je sa Ln.
Ako je w logaritam kompleksnog broja z ∈ C∗, tada je w + 2piiZ skup svih logaritama
od z. Nadalje, za svaki α ∈ R postoji jedinstvena grana logaritma lnα, i holomorfna je
funkcija. Primjerice, glavna grana kompleksnog logaritma dana je formulom
Ln z = lnR|z| + i Arg z, z ∈ C\R≤0,
pri cˇemu je lnR : (0,+∞) → R realni logaritam. Primijetimo da za sve x > 0 vrijedi
Ln x = lnR x.
Pomoc´u eksponencijalne funkcije definiraju se i kompleksne trigonometrijske funkcije,
analiticˇka prosˇirenja realnih trigonometrijskih funkcija:
sin : C→ C, sin z := e
iz − e−iz
2i
,
cos : C→ C, cos z := e
iz + e−iz
2
,
tg : C\
(
pi
2
+ piZ
)
→ C, tg z := sin z
cos z
,
ctg : C\(piZ)→ C, ctg z := cos z
sin z
.
Cauchyjeva integralna formula za krug
Definicija 1.1.14. Za z0 ∈ C i r > 0 definiramo otvoren krug sa sredisˇtem u z0 radijusa r
K(z0, r) := {z ∈ C : |z − z0| < r},
zatvoren krug sa sredisˇtem u z0 radijusa r
K(z0, r) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}
i kruzˇnicu sa sredisˇtem u z0 radijusa r
S (z0, r) := {z ∈ C : |z − z0| = r}.
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Za z0 ∈ C, r > 0 i neprekidnu funkciju f : D → C, pri cˇemu je D ⊆ C takav da je
S (z0, r) ⊆ D, uvedimo oznaku ∫
|z−z0 |=r
f (z)dz :=
∫
γ
f (z)dz,
gdje je γ : [0, 2pi]→ C parametrizacija kruzˇnice S (z0, r) zadana sa
γ(t) := z0 + reit, t ∈ [0, 2pi].
Teorem 1.1.15 (Cauchyjeva integralna formula za krug). Neka je Ω otvoren skup u C i
neka je f : Ω → C holomorfna funkcija. Neka su z0 ∈ Ω i r > 0 takvi da je K(z0, r) ⊆ Ω.
Tada za svaki z ∈ K(z0, r) vrijedi
f (z) =
1
2pii
∫
|z−z0 |=r
f (w)
w − zdw.
Teorem 1.1.16 (Generalizirana Cauchyjeva integralna formula za krug). Uz oznake i pret-
postavke teorema 1.1.15, f je beskonacˇno diferencijabilna (dakle za sve n ∈ Z>0 f (n) postoji
i holomorfna je funkcija na Ω) i za svaki z ∈ K(z0, r) i za sve n ∈ Z≥0 vrijedi
f (n)(z) =
n!
2pii
∫
|z−z0 |=r
f (w)
(w − z)n+1 dw.
Konvergencija nizova i redova funkcija
Napomena 1.1.17. Radi jednostavnosti notacije svi nizovi i redovi u ovom potpoglavlju
indeksirani su po skupu Z>0 sa standardnim uredajem. Medutim, sve definicije i rezultati
ovog potpoglavlja na ocˇit se nacˇin prosˇiruju i na slucˇaj kad je skup indeksa beskonacˇan
podskup skupa Z≥n0 za neki n0 ∈ Z (takoder sa standardnim uredajem), sˇto c´emo kasnije
cˇesto koristiti.
Neka je Ω otvoren skup u C.
Definicija 1.1.18. Neka je ( fn)n∈Z>0 niz funkcija Ω→ C i neka je f : Ω→ C.
Kazˇemo da niz ( fn) konvergira po tocˇkama prema funkciji f ako za svaki z ∈ Ω vrijedi
lim
n→∞ fn(z) = f (z).
Kazˇemo da niz ( fn) konvergira uniformno prema funkciji f ako za svaki ε > 0 postoji
n0 ∈ Z>0 takav da za sve n ≥ n0 i za sve z ∈ Ω vrijedi
| fn(z) − f (z)| < ε.
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Kazˇemo da niz ( fn) konvergira lokalno uniformno prema funkciji f ako svaka tocˇka z ∈ Ω
ima otvorenu okolinu na kojoj ( fn) konvergira uniformno prema f .
Propozicija 1.1.19. Za niz funkcija ( fn) i funkciju f kao u definiciji 1.1.18 vrijedi sljedec´i
niz implikacija:
fn → f uniformno
⇓
fn → f lokalno uniformno
⇓
fn → f po tocˇkama.
Lokalno uniformna konvergencija ima za matematicˇku analizu vrlo dobra svojstva:
Teorem 1.1.20. Neka je ( fn)n∈Z>0 niz neprekidnih funkcija Ω → C koji konvergira lokalno
uniformno prema funkciji f : Ω→ C. Vrijede sljedec´e tvrdnje:
(i) f je neprekidna.
(ii) Ako je γ : [a, b]→ Ω po dijelovima gladak put, vrijedi∫
γ
f (z)dz = lim
n→∞
∫
γ
fn(z)dz.
Teorem 1.1.21 (Weierstrass). Neka je ( fn)n∈Z>0 niz holomorfnih funkcija Ω → C koji kon-
vergira lokalno uniformno prema funkciji f : Ω → C. Tada je f holomorfna funkcija i za
svaki k ∈ Z>0 niz ( f (k)n )n∈Z>0 konvergira lokalno uniformno prema funkciji f (k).
Definicija 1.1.22. Kazˇemo da je niz ( fn)n∈Z>0 funkcija Ω → C uniformno Cauchyjev ako
za svaki ε > 0 postoji N ∈ Z>0 takav da za sve m, n ∈ Z≥N i za sve z ∈ Ω vrijedi
| fm(z) − fn(z)| < ε.
Propozicija 1.1.23. Niz funkcija Ω → C uniformno je Cauchyjev ako i samo ako je uni-
formno konvergentan.
Prijedimo sada na redove funkcija.
Definicija 1.1.24. Neka je
∑∞
n=1 fn red funkcija Ω→ C.
Kazˇemo da red
∑∞
n=1 fn konvergira uniformno / lokalno uniformno / po tocˇkama ako
njegov niz parcijalnih suma konvergira na odgovarajuc´i nacˇin.
Kazˇemo da red
∑∞
n=1 fn konvergira normalno ako postoji konvergentan red nenegativnih
realnih brojeva
∑∞
n=1 Mn takav da za sve n ∈ Z>0 i za sve z ∈ Ω vrijedi
| fn(z)| ≤ Mn.
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Kazˇemo da red
∑∞
n=1 fn konvergira normalno po kompaktima ako za svaki kompaktan skup
K u C takav da je K ⊆ Ω red ∑∞n=1 fn konvergira normalno na K.
Propozicija 1.1.25. Vrste konvergencije reda funkcija Ω → C iz definicije 1.1.24 zadovo-
ljavaju sljedec´e implikacije:
normalna konvergencija ⇒ uniformna konvergencija
⇓ ⇓
normalna konvergencija po kompaktima ⇒ lokalno uniformna konvergencija
⇓
konvergencija po tocˇkama.
Teoremi 1.1.20 i 1.1.21 dobivaju direktnu posljedicu:
Korolar 1.1.26. Neka je
∑∞
n=1 fn red neprekidnih funkcija Ω → C koji konvergira lokalno
uniformno. Vrijede sljedec´e tvrdnje:
(i) Funkcija
∑∞
n=1 fn je neprekidna.
(ii) Ako je γ : [a, b]→ Ω po dijelovima gladak put, vrijedi∫
γ
∞∑
n=1
fn(z)dz =
∞∑
n=1
∫
γ
fn(z)dz.
(iii) Ako su funkcije fn, n ∈ Z>0, holomorfne, tada je i funkcija ∑∞n=1 fn holomorfna i za
sve k ∈ Z>0 vrijedi  ∞∑
n=1
fn
(k) = ∞∑
n=1
f (k)n ,
pri cˇemu red na desnoj strani konvergira lokalno uniformno.
Redovi potencija
Definicija 1.1.27. Red oblika
∞∑
n=0
an(z − z0)n,
pri cˇemu su z0 ∈ C i (an)n∈Z≥0 ⊆ C fiksni, a z ∈ C je varijabla, zovemo redom potencija oko
tocˇke z0. Za n ∈ Z≥0, an zovemo n-tim koeficijentom tog reda.
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Teorem 1.1.28 (Cauchy-Hadamard). Neka je
∑∞
n=0 an(z − z0)n red potencija oko tocˇke z0.
Uz konvenciju 10 = +∞ i 1+∞ = 0, oznacˇimo
R :=
1
lim supn→∞ |an|
1
n
∈ [0,+∞]
Vrijede sljedec´e tvrdnje:
(a) Ako je R ∈ 〈0,+∞], red ∑∞n=0 an(z − z0)n konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
K(z0,R) (uz K(z0,+∞) := C).
(b) Ako je R ∈ [0,+∞), red ∑∞n=0 an(z − z0)n divergira za sve z ∈ C takve da je |z − z0| > R.
Definicija 1.1.29. Za red potencija
∑∞
n=0 an(z− z0)n, R ∈ [0,+∞] iz teorema 1.1.28 zovemo
njegovim radijusom konvergencije.
Teorem 1.1.30. Red potencija
∑∞
n=0 an(z − z0)n s radijusom konvergencije R ∈ 〈0,+∞]
definira holomorfnu funkciju f : K(z0,R)→ C. Pritom vrijedi
an =
f (n)(z0)
n!
, n ∈ Z≥0.
Korolar 1.1.31. Ako su
∑∞
n=0 an(z − z0)n i
∑∞
n=0 bn(z − z0)n redovi potencija s pozitivnim
radijusima konvergencije i postoji otvorena okolina U tocˇke z0 takva da vrijedi
∞∑
n=0
an(z − z0)n =
∞∑
n=0
bn(z − z0)n, z ∈ U,
tada je an = bn za sve n ∈ Z≥0.
Lokalna analiticˇnost holomorfnih funkcija
Neka je Ω otvoren skup u C.
Definicija 1.1.32. Neka je z0 ∈ Ω i neka je f : Ω → C funkcija analiticˇka u tocˇki z0. Red
potencija
T f (z) :=
∞∑
n=0
f (n)(z0)
n!
(z − z0)n
zovemo Taylorovim redom funkcije f oko tocˇke z0.
Teorem 1.1.33. Neka je f : Ω→ C holomorfna funkcija. Za sve z0 ∈ Ω i r > 0 takve da je
K(z0, r) ⊆ Ω vrijedi
f (z) = T f (z), z ∈ K(z0, r),
pri cˇemu red T f konvergira lokalno uniformno na K(z0, r).
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Laurentov red
Definicija 1.1.34. Za indeksiranu familiju (an)n∈Z ⊆ C, definiramo red ∑n∈Z an kao ureden
par redova  ∞∑
n=1
a−n,
∞∑
n=0
an
 .
Kazˇemo da red
∑
n∈Z an konvergira ako su redovi
∑∞
n=1 a−n i
∑∞
n=0 an konvergentni i u tom
slucˇaju definiramo sumu reda
∑
n∈Z an sa∑
n∈Z
an :=
∞∑
n=1
a−n +
∞∑
n=0
an.
Napomena 1.1.35. Kao u slucˇaju redova indeksiranih po skupu Z>0, upotrebljavamo istu
oznaku za red i njegovu sumu. Iako ova dvoznacˇnost stvara opasnost za nejasnoc´e, iz
konteksta c´e uvijek biti jasno na koji se pojam ta oznaka odnosi.
Definicija 1.1.36. Za z0 ∈ C i 0 ≤ r < R ≤ +∞, definiramo kruzˇni vijenac sa sredisˇtem z0,
unutarnjim radijusom r i vanjskim radijusom R sa
K(z0; r,R) := {z ∈ C : r < |z − z0| < R}.
Za z0 ∈ C i R ∈ 〈0,+∞], kruzˇni vijenac K(z0; 0,R) zovemo probusˇenim krugom sa
sredisˇtem z0 i radijusom R i oznacˇavamo ga sa
K×(z0,R).
Teorem 1.1.37 (o Laurentovu razvoju). Neka je Ω otvoren skup u C i f : Ω → C holo-
morfna funkcija. Neka je K(z0; r,R) ⊆ Ω. Tada postoje jedinstvene holomorfne funkcije
freg : K(z0,R)→ C i fsing : K(z0; r,+∞)→ C sa svojstvima:
(a) f (z) = freg(z) + fsing(z), z ∈ K(z0; r,R);
(b) lim
|z|→+∞
fsing(z) = 0.
Vrijedi
freg(z) =
∞∑
n=0
an(z − z0)n, z ∈ K(z0,R),
fsing(z) =
∞∑
n=1
a−n(z − z0)−n, z ∈ K(z0; r,+∞),
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pri cˇemu su koeficijenti an, n ∈ Z, zadani sa
an :=
1
2pii
∫
|z−z0 |=r0
f (w)
(w − z)n+1 dw, n ∈ Z,
za proizvoljan r0 ∈ 〈r,R〉. Posebno vrijedi
f (z) =
∑
n∈Z
an(z − z0)n, z ∈ K(z0; r,R),
pri cˇemu redovi
∑∞
n=0 an(z − z0)n i
∑∞
n=1 a−n(z − z0)−n konvergiraju lokalno uniformno na
K(z0; r,R).
Definicija 1.1.38. Uz oznake i pretpostavke teorema 1.1.37, red
∑
n∈Z an(z − z0)n zovemo
Laurentovim redom funkcije f oko tocˇke z0 na kruzˇnom vijencu K(z0; r,R). Ako je r = 0,
krac´e kazˇemo da je
∑
n∈Z an(z − z0)n Laurentov red funkcije f u okolini tocˇke z0.
Razvoj u Laurentov red kljucˇan je alat za proucˇavanje ponasˇanja holomorfnih funkcija
u okolini njihovih singulariteta, sˇto je tema sljedec´eg potpoglavlja.
Singulariteti
Neka je Ω otvoren skup u C.
Definicija 1.1.39. Neka je f : Ω → C holomorfna funkcija. Tocˇku a ∈ C\Ω takvu da za
neki r > 0 vrijedi
K×(a, r) ⊆ Ω
zovemo izoliranim singularitetom funkcije f .
Definicija 1.1.40. Neka je f : Ω → C holomorfna funkcija. Neka je a tocˇka skupa Ω ili
izoliran singularitet funkcije f . Neka je∑
n∈Z
an(z − a)n
Laurentov red funkcije f u okolini tocˇke a. Definiramo red funkcije f u tocˇki a, νa( f ), na
sljedec´i nacˇin:
(1) Ako je an = 0, n ∈ Z, stavljamo νa( f ) := +∞.
(2) Ako za neki m ∈ Z vrijedi am , 0 i an = 0 za sve n ∈ Z<m, stavljamo νa( f ) := m.
(3) Ako za svaki n ∈ Z postoji m ∈ Z<n takav da je am , 0, stavljamo νa( f ) := −∞.
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Definicija 1.1.41. Neka je f : Ω→ C holomorfna funkcija. Neka je a ∈ Ω.
Ako je νa( f ) = +∞, kazˇemo da je a nultocˇka beskonacˇnog reda funkcije f .
Ako je n := νa( f ) ∈ Z>0, kazˇemo da je a nultocˇka n-tog reda funkcije f .
Definicija 1.1.42. Neka je f : Ω→ C holomorfna funkcija. Neka je a izoliran singularitet
funkcije f .
Ako je νa( f ) ∈ Z≥0 ∪ {+∞}, kazˇemo da je a uklonjiv singularitet funkcije f .
Ako je νa( f ) ∈ Z<0, kazˇemo da je a pol n-tog reda funkcije f , gdje je n := −νa( f ).
Ako je νa( f ) = −∞, kazˇemo da je a bitan singularitet funkcije f .
Teorem 1.1.43 (karakterizacija klasa izoliranih singulariteta). Neka je f : Ω → C holo-
morfna funkcija. Neka je a izoliran singularitet funkcije f . Vrijede sljedec´e tvrdnje:
(i) a je uklonjiv singularitet funkcije f ako i samo ako postoji limz→a f (z).
(ii) a je pol funkcije f ako i samo ako vrijedi limz→a| f (z)| = +∞.
(iii) a je bitan singularitet funkcije f ako i samo ako je za svaki r > 0 skup f (K×(a, r)∩Ω)
gust u C.
Propozicija 1.1.44 (karakterizacija reda holomorfne funkcije u tocˇki). Neka je f : Ω→ C
holomorfna funkcija. Neka je a tocˇka skupa Ω ili izoliran singularitet funkcije f . Vrijede
sljedec´e tvrdnje:
(i) νa( f ) = +∞ ako i samo ako postoji r > 0 takav da je
f |K×(a,r) ≡ 0.
(ii) νa( f ) = n ∈ Z ako i samo ako postoji r > 0 i holomorfna funkcija g : K(a, r) → C
takva da je g(a) , 0 i da je
f (z) = (z − a)ng(z), z ∈ K×(a, r),
ako i samo ako u C postoji limes
lim
z→a
f (z)
(z − a)n
i razlicˇit je od 0.
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Meromorfne funkcije
Oznacˇimo
C := C ∪ {∞}.
Iz teorema 1.1.43 vidi se da, dok holomorfne funkcije u blizini svojih bitnih singulariteta
”divljaju”, u blizini polova i uklonjivih singulariteta pokazuju dosta pravilno ponasˇanje –
neformalno, u tim tocˇkama imaju limes u skupu C. Dodefiniranjem holomorfne funkci-
je u njenom uklonjivom singularitetu vrijednosˇc´u tog limesa opet dobivamo holomorfnu
funkciju. Takoder, prirodno je dodefinirati holomorfnu funkciju u njenim polovima vrije-
dnosˇc´u∞. Tako dolazimo do sljedec´e definicije.
Definicija 1.1.45. Neka je f : Ω → C. Oznacˇimo S := f −1({∞}), i neka je fh : Ω\S → C
restrikcija funkcije f . Kazˇemo da je f meromorfna funkcija (na Ω) ako vrijede sljedec´e
tvrdnje:
(1) Skup S nema gomilisˇta u Ω.
(2) Funkcija fh je holomorfna, a tocˇke skupa S njezini su polovi.
Definicija 1.1.46. Neka je f : Ω → C meromorfna funkcija. Oznacˇimo S := f −1({∞}), i
neka je fh : Ω\S → C restrikcija funkcije f . Neka je a ∈ Ω.
Definiramo red funkcije f u tocˇki a, νa( f ), sa
νa( f ) := νa( fh).
Neka je n ∈ Z>0. Kazˇemo da je a nultocˇka beskonacˇnog reda / nultocˇka n-tog reda / pol
n-tog reda funkcije f ako je a nultocˇka beskonacˇnog reda / nultocˇka n-tog reda / pol n-tog
reda funkcije fh.
Napomena 1.1.47. Cˇesto c´emo holomorfne funkcije Ω → C presˇutno identificirati (prosˇi-
renjem kodomene) s odgovarajuc´im meromorfnim funkcijama Ω→ C.
Definicija 1.1.48. Neka su f , g : Ω→ C meromorfne funkcije. Oznacˇimo S := f −1({∞}) ∪
g−1({∞}), D := g−1({0}).
(a) Definiramo sumu funkcija f i g, f + g, kao prosˇirenje funkcije f |Ω\S + g|Ω\S do mero-
morfne funkcije na Ω.
(b) Definiramo produkt funkcija f i g, f · g, kao prosˇirenje funkcije f |Ω\S · g|Ω\S do mero-
morfne funkcije na Ω.
(c) Ako skup D nema gomilisˇta u Ω, definiramo kvocijent funkcija f i g, fg , kao prosˇirenje
funkcije
f |Ω\(D∪S )
g|Ω\(D∪S ) do meromorfne funkcije na Ω.
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Da definicija ima smisla, tj. da se spomenute restrikcije stvarno mogu prosˇiriti do me-
romorfnih funkcija na Ω, lako se dokazˇe pomoc´u propozicije 1.1.44.
Propozicija 1.1.49. Neka je Ω podrucˇje. Neka su f , g : Ω → C meromorfne funkcije i
neka je z ∈ Ω. Ako su νz( f ), νz(g) ∈ Z, tada vrijedi
νz( f g) = νz( f ) + νz(g), νz
(
f
g
)
= νz( f ) − νz(g).
Lema 1.1.50. Neka je Ω1 otvoren skup u C. Neka je g : Ω1 → Ω holomorfna bijekcija s
holomorfnim inverzom i neka je f : Ω → C meromorfna funkcija. Tada je i kompozicija
f ◦ g : Ω1 → C meromorfna funkcija.
Teorem o reziduumima
Definicija 1.1.51. Skup A ⊆ C takav da postoji z0 ∈ A sa svojstvom da za sve z ∈ A i sve
t ∈ [0, 1] vrijedi
(1 − t)z0 + tz ∈ A
zovemo zvjezdastim skupom u C.
Napomena 1.1.52. Geometrijski, podskup A kompleksne ravnine zvjezdast je ako u njemu
postoji tocˇka z0 takva da su sve duzˇine s krajevima z0 i z, gdje je z proizvoljna tocˇka skupa
A, sadrzˇane u skupu A.
Definicija 1.1.53. Neka je Ω otvoren skup u C, γ : [a, b] → Ω po dijelovima gladak
zatvoren put i z ∈ C\γ([a, b]). Definiramo indeks puta γ u odnosu na tocˇku z sa
χ(γ, z) :=
1
2pii
∫
γ
1
w − zdw.
Napomena 1.1.54. Mozˇe se pokazati da je indeks po dijelovima glatkog zatvorenog puta
γ u odnosu na tocˇku z koja ne lezˇi u njegovoj slici uvijek cijeli broj. Intuitivno, to je broj
obilazaka puta γ oko tocˇke z u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.
Definicija 1.1.55. Neka je Ω otvoren skup u C, f : Ω → C holomorfna funkcija i z0 ∈ C
tocˇka skupa Ω ili izoliran singularitet funkcije f . Neka je∑
n∈Z
an(z − z0)n
Laurentov red funkcije f u okolini tocˇke z0. Koeficijent a−1 zovemo reziduumom funkcije
f u tocˇki z0 i oznacˇavamo ga sa
Res( f , z0).
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Teorem 1.1.56 (Teorem o reziduumima). Neka je Ω otvoren zvjezdast skup u C. Neka je
S konacˇan podskup skupa Ω i neka je f : Ω\S → C holomorfna funkcija. Neka je γ po
dijelovima gladak zatvoren put u Ω\S . Tada vrijedi
1
2pii
∫
γ
f (w)dw =
∑
z∈S
χ(γ, z) Res( f , z).
Korolar 1.1.57. Neka je Ω ⊆ C otvoren zvjezdast skup. Neka je f : Ω → C meromorfna
funkcija s konacˇnim skupom S nultocˇaka i polova. Neka je γ po dijelovima gladak zatvoren
put u Ω\S . Tada vrijedi
1
2pii
∫
γ
f ′(w)
f (w)
dw =
∑
z∈S
χ(γ, z) νz( f ).
Liouvilleov teorem
Definicija 1.1.58. Holomorfnu funkciju f : C→ C zovemo cijelom funkcijom.
Teorem 1.1.59 (Liouville). Svaka je ogranicˇena cijela funkcija konstantna.
1.2 Beskonacˇni produkti
Beskonacˇni produkti kompleksnih brojeva
Definicija 1.2.1. Kazˇemo da beskonacˇan produkt
∏∞
n=1 bn, bn ∈ C, konvergira (obicˇno)
ako postoji
lim
n→∞
n∏
k=1
bk. (1.2)
U tom slucˇaju taj limes takoder oznacˇavamo sa
∏∞
n=1 bn i zovemo ga vrijednosˇc´u be-
skonacˇnog produkta
∏∞
n=1 bn.
Ova definicija vrijednosti beskonacˇnog produkta dovodi do nekih nepozˇeljnih pojava.
Primjerice, vrijednost beskonacˇnog produkta jednaka je 0 cˇim je barem jedan od faktora
jednak 0; s druge strane, beskonacˇan produkt mozˇe biti jednak 0 i kad su svi faktori razlicˇiti
od 0 (npr.
∏∞
n=1
(
1
2
)n
= 0). Cˇesto se zato promatraju drugacˇiji oblici konvergencije be-
skonacˇnih produkata.
Definicija 1.2.2. Kazˇemo da beskonacˇan produkt
∞∏
n=1
(1 + an), an ∈ C,
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konvergira apsolutno ako je red
∑∞
n=1 an apsolutno konvergentan. U tom slucˇaju komple-
ksan broj
∞∏
n=1
(1 + an) := (1 + a1) · · · (1 + aN−1) · e
∑∞
n=N Ln(1+an), (1.3)
pri cˇemu je N proizvoljan element skupa Z>0 sa svojstvom da je |an| < 1 za sve n ≥ N,
zovemo vrijednosˇc´u beskonacˇnog produkta
∏∞
n=1(1 + an).
Definicija vrijednosti apsolutno konvergentnog beskonacˇnog produkta ima smisla:
◦ Za apsolutno konvergentan red ∑∞n=1 an svakako vrijedi da je limn→∞ an = 0, pa N ∈ Z>0
s trazˇenim svojstvom postoji.
◦ S obzirom da je funkcija Ln definirana na skupu C\R≤0, koji sadrzˇi K(1, 1), vrijednost
Ln(1 + an) definirana je za sve n ≥ N.
◦ Red ∑∞n=N Ln(1 + an) konvergira: iz Laurentova razvoja funkcije z 7−→ Ln(1+z)z u okolini
0,
Ln(1 + z)
z
=
∞∑
n=0
(−1)n
n + 1
zn, z ∈ K×(0, 1),
vidi se da ona u 0 ima uklonjiv singularitet i da je limz→0
Ln(1+z)
z = 1, pa postoji δ ∈ 〈0, 1〉
takav da za 0 < |z| < δ vrijedi ∣∣∣∣∣Ln(1 + z)z
∣∣∣∣∣ ≤ 2,
tj. da za |z| < δ vrijedi
|Ln(1 + z)| ≤ 2|z|. (1.4)
Za M ∈ Z≥N takav da za sve n ≥ M vrijedi |an| < δ, dobivamo ocjenu
∞∑
n=M
|Ln(1 + an)| ≤ 2
∞∑
n=M
|an| < ∞,
dakle red
∑∞
n=M Ln(1 + an) konvergira (apsolutno), pa isto vrijedi i za
∑∞
n=N Ln(1 + an).
◦ Napokon, iz cˇinjenice da za n ≥ N vrijedi eLn(1+an) = 1 + an lako se vidi da definicija ne
ovisi o izboru broja N.
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Zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije, vrijednost apsolutno konvergentnog be-
skonacˇnog produkta
∏∞
n=1(1 + an), uz N sa svojstvima iz definicije, jest
∞∏
n=1
(1 + an) = (1 + a1) · · · (1 + aN−1) · elimM→∞
∑M
n=N Ln(1+an) =
= (1 + a1) · · · (1 + aN−1) · lim
M→∞ e
∑M
n=N Ln(1+an) =
= (1 + a1) · · · (1 + aN−1) · lim
M→∞
M∏
n=N
eLn(1+an) =
= (1 + a1) · · · (1 + aN−1) · lim
M→∞
M∏
n=N
(1 + an) =
= lim
M→∞
M∏
n=1
(1 + an),
dakle apsolutna je konvergencija beskonacˇnih produkata poseban slucˇaj obicˇne konvergen-
cije beskonacˇnih produkata, i vrijednost apsolutno konvergentnog beskonacˇnog produkta
definirana sa (1.3) ista je kao ona definirana sa (1.2).
Napomena 1.2.3. U slucˇaju apsolutne konvergencije beskonacˇnog produkta nestaje dvo-
znacˇnost nule kao vrijednosti beskonacˇnog produkta: sjetimo li se da 0 nije u slici ek-
sponencijalne funkcije, iz (1.3) odmah je jasno da je vrijednost apsolutno konvergentnog
beskonacˇnog produkta jednaka 0 ako i samo ako je neki od faktora jednak 0.
Beskonacˇni produkti holomorfnih funkcija
Neka je Ω otvoren skup u C. Neka je ( fn)n∈Z>0 niz funkcija Ω→ C.
Definicija 1.2.4. (i) Kazˇemo da beskonacˇan produkt
∏∞
n=1(1 + fn) konvergira (apso-
lutno) ako za svaki z ∈ Ω beskonacˇan produkt ∏∞n=1(1+ fn(z)) konvergira (apsolutno).
(ii) Kazˇemo da beskonacˇan produkt
∏∞
n=1(1+ fn) konvergira normalno (po kompaktima)
ako red
∑∞
n=1 fn konvergira normalno (po kompaktima).
Teorem 1.2.5. Ako beskonacˇan produkt
∞∏
n=1
(1 + fn)
konvergira normalno po kompaktima, tada konvergira i apsolutno. Ako su uz to funkcije
fn, n ∈ Z>0, holomorfne, tada je ∏∞n=1(1 + fn) holomorfna funkcija.
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Dokaz. Prva tvrdnja direktna je posljedica cˇinjenice da normalna konvergencija reda
∑∞
n=1 fn
povlacˇi njegovu apsolutnu konvergenciju.
Pretpostavimo sada da su funkcije fn, n ∈ Z>0, holomorfne. Oznacˇimo sa F funkciju
definiranu beskonacˇnim produktom
∏∞
n=1(1 + fn). Za z0 ∈ Ω, zbog otvorenosti skupa Ω,
postoji r > 0 takav da je K(z0, r) ⊆ Ω. Kako red ∑∞n=1 fn konvergira normalno na K(z0, r),
postoji konvergentan red nenegativnih realnih brojeva
∑∞
n=1 Mn takav da vrijedi
| fn(z)| ≤ Mn, z ∈ K(z0, r), n ∈ Z>0.
Po (1.4), postoji δ ∈ 〈0, 1〉 takav da za |z| < δ vrijedi
|Ln(1 + z)| ≤ 2|z|. (1.5)
Odaberemo li sada N ∈ Z>0 takav da za n ≥ N vrijedi Mn < δ, onda, s obzirom da za
z ∈ K(z0, r) i n ≥ N vrijedi | fn(z)| ≤ Mn < δ, iz (1.5) slijedi da je
|Ln(1 + fn(z))| ≤ 2| fn(z)| ≤ 2Mn, z ∈ K(z0, r), n ≥ N,
a ∞∑
n=N
2Mn ≤ 2
∞∑
n=1
Mn < ∞.
Prema tome, red
∑∞
n=N Ln(1 + fn) holomorfnih funkcija konvergira normalno, dakle i lo-
kalno uniformno, na K(z0, r) pa je (korolar 1.1.26.(iii)) funkcija
g : K(z0, r)→ C, g(z) :=
∞∑
n=N
Ln(1 + fn(z)), z ∈ K(z0, r),
holomorfna. Kako za n ≥ N i z ∈ K(z0, r) vrijedi | fn(z)| ≤ Mn < δ < 1, po definiciji
vrijednosti apsolutno konvergentnog beskonacˇnog produkta (formula (1.3)) vrijedi
F(z) = (1 + f1(z)) · · · (1 + fN−1(z)) · eg(z), z ∈ K(z0, r).
Buduc´i da su funkcije f1, . . . , fN−1, g i exp holomorfne, odavde slijedi da je F holomorfna
na K(z0, r). Zbog proizvoljnosti odabira z0 ∈ Ω, zakljucˇujemo da je F holomorfna na
cijelom Ω. 
Konacˇni produkti redova
U proucˇavanju konvergencije raznih beskonacˇnih produkata u drugom i trec´em poglavlju
koristit c´emo i nekoliko poznatih rezultata o konvergenciji konacˇnih produkata redova u C.
Navedimo ih ovdje.
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Definicija 1.2.6. Kazˇemo da red
∑∞
n=1 cn konvergira bezuvjetno ako je za svaku bijekciju
σ : Z>0 → Z>0 red ∑∞n=1 cσ(n) konvergentan s istom sumom.
Propozicija 1.2.7. Svaki apsolutno konvergentan red u C konvergira bezuvjetno.
Neka su
∑∞
n=0 an i
∑∞
n=0 bn redovi u C.
Definicija 1.2.8. (Cauchyjev) produkt redova
∑∞
n=0 an i
∑∞
n=0 bn jest red
∑∞
n=0 cn, gdje je
cn :=
n∑
k=0
an−kbk, n ∈ Z≥0.
Propozicija 1.2.9. Ako su redovi
∑∞
n=0 an i
∑∞
n=0 bn konvergentni sa sumama A i B, i barem
je jedan od njih apsolutno konvergentan, tada je njihov Cauchyjev produkt konvergentan i
suma mu je AB.
Propozicija 1.2.10. Ako su redovi
∑∞
n=0 an i
∑∞
n=0 bn apsolutno konvergentni, tada je i njihov
Cauchyjev produkt apsolutno konvergentan, sa sumom ∞∑
n=0
an
  ∞∑
n=0
bn
 = a0b0 + a0b1 + a1b0 + a0b2 + a1b1 + a2b0 + . . . ,
pri cˇemu red na desnoj strani konvergira apsolutno.
Skup R≥0 := R≥0 ∪ {+∞} promatramo sa standardnom uredajnom topologijom i sa
zbrajanjem i mnozˇenjem prosˇirenima sa R≥0 pravilima
a + (+∞) = (+∞) + a = +∞, a ∈ R≥0,
a · (+∞) = (+∞) · a =
+∞, ako je a ∈ R≥0\{0},0, ako je a = 0.
Svaki red u R≥0 konvergira bezuvjetno.
Propozicija 1.2.11. Neka su
∑∞
n=0 an i
∑∞
n=0 bn redovi s nenegativnim cˇlanovima. Tada je i
njihov Cauchyjev produkt
∑∞
n=1 cn red s nenegativnim cˇlanovima, i za sume ovih redova u
R≥0 vrijedi
∞∑
n=1
cn =
 ∞∑
n=0
an
  ∞∑
n=0
bn
 = a0b0 + a0b1 + a1b0 + a0b2 + a1b1 + a2b0 + . . . ,
pri cˇemu red na desnoj strani konvergira bezuvjetno.
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1.3 Kotangens kao red parcijalnih razlomaka
Teorem 1.3.1. Vrijedi
ctg z =
1
z
+
∞∑
n=1
(
1
z − npi +
1
z + npi
)
, z ∈ C\piZ, (1.6)
pri cˇemu red na desnoj strani konvergira lokalno uniformno.
Ova se formula smatra jednim od najzanimljivijih rezultata o elementarnim funkcijama.
Dokazao ju je Euler 1748. godine. U Poglavlju 3 pojavit c´e se kao oslonac dokaza nekoliko
vazˇnih identiteta o zeta funkciji i modularnim formama, pa je ovdje dokazujemo.
Dokaz. Ideja je dokaza istrazˇivati svojstva funkcije na desnoj strani u (1.6) sve dok nas
njene slicˇnosti s kotangensom (uz malu pomoc´ Liouvilleova teorema) ne natjeraju na za-
kljucˇak o njihovoj jednakosti. Pokazˇimo najprije da red
ϕ(z) :=
1
z
+
∞∑
n=1
(
1
z − npi +
1
z + npi
)
=
1
z
+
∞∑
n=1
2z
z2 − n2pi2
konvergira lokalno uniformno na C\piZ. Odaberimo, za R > 0, m ∈ Z>0 takav da je mpi√2 > R.
Za z ∈ K(0,R)\piZ i n ≥ m, zbog
∣∣∣z2 − n2pi2∣∣∣ ≥ n2pi2 − |z|2 > n2pi2 − R2 > n2pi2 − n2pi2
2
=
n2pi2
2
,
imamo ocjenu ∣∣∣∣∣ 2zz2 − n2pi2
∣∣∣∣∣ ≤ 2Rn2pi2
2
=
4R
pi2n2
, a
4R
pi2
∞∑
n=m
1
n2
< ∞.
Zakljucˇujemo da red
∑∞
n=m
2z
z2−n2pi2 na skupovima K(0,R)\piZ, R > 0, konvergira normalno,
a red ϕ(z) uniformno. Posebno, red ϕ(z) na C\piZ konvergira lokalno uniformno pa (korolar
1.1.26.(iii)) definira holomorfnu funkciju i vrijedi
ϕ′(z) = − 1
z2
−
∞∑
n=1
(
1
(z − npi)2 +
1
(z + npi)2
)
= −
∑
n∈Z
1
(z + npi)2
, z ∈ C\piZ,
pri cˇemu posljednja jednakost vrijedi jer red
∑
n∈Z 1(z+npi)2 konvergira apsolutno (sˇto se lako
pokazˇe ocjenom slicˇnom gornjoj).
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ϕ je ocˇito neparna, a ϕ′ parna pi-periodicˇna funkcija. Dakle, funkcija ϕ(· + pi) − ϕ je
konstantna, jednaka
ϕ
(
−pi
2
+ pi
)
− ϕ
(
−pi
2
)
= 2ϕ
(
pi
2
)
= 2
2pi +
∞∑
n=1
(
− 1
npi − pi2
+
1
npi + pi2
) =
= (teleskopiranjem) =
4
pi
+ 2 lim
n→∞
(
− 1
pi − pi2
+
1
npi + pi2
)
= 0.
Drugim rijecˇima, ϕ je pi-periodicˇna funkcija.
Kako red
ϕ0(z) :=
∞∑
n=1
(
1
z − npi +
1
z + npi
)
konvergira uniformno, pa definira holomorfnu funkciju, na K(0, pi), a vrijedi
ϕ(z) =
1
z
+ ϕ0(z), z ∈ K(0, pi),
funkcija ϕ u 0 ima pol prvog reda, s reziduumom 1. Zbog njene pi-periodicˇnosti, situacija je
ista u svakoj tocˇki skupa piZ. Kako je i funkcija ctg holomorfna na C\piZ, s polovima prvog
reda i reziduumom 1 u tocˇkama skupa piZ, zakljucˇujemo da se funkcija ctg−ϕ prosˇiruje do
cijele funkcije F : C→ C. Pokazˇemo li da je ona ogranicˇena, po Liouvilleovu c´e teoremu
(teorem 1.1.59) slijediti da je konstantna.
Zbog neprekidnosti i pi-periodicˇnosti funkcije F, dovoljno je pokazati da su funkcije
ctg i ϕ ogranicˇene na trakama T1 :=
[
−pi2 , pi2
]
× 〈1,+∞〉 i T2 :=
[
−pi2 , pi2
]
× 〈−∞,−1〉. Za ctg
tvrdnju pokazuju ocjene
| ctg(x + iy)| =
∣∣∣∣∣∣e2i(x+iy) + 1e2i(x+iy) − 1
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + 2e−2ye2ix − 1
∣∣∣∣∣ ≤

1 +
2
1 − e−2 , (x, y) ∈ T1,
1 +
2
e2 − 1 , (x, y) ∈ T2.
S druge strane, za z = (x, y) ∈ T1 ∪ T2, zbog∣∣∣z2 − n2pi2∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣Re (z2 − n2pi2)∣∣∣∣ ≥ n2pi2 − x2 + y2 > (n2 − 1) pi2 + y2,
uz oznaku Y := b|y|c imamo
|ϕ(z)| =
∣∣∣∣∣∣∣1z +
∞∑
n=1
2z
z2 − n2pi2
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 + 2
(
|y| + pi
2
) ∞∑
n=1
1
(n2 − 1)pi2 + y2 ,
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odakle pomoc´u
∞∑
n=1
1
(n2 − 1)pi2 + y2 =
∞∑
m=0
Y∑
r=1
1(
(Ym + r)2 − 1) pi2 + y2 ≤
∞∑
m=0
Y
(Ym)2pi2 + Y2
=
=
1
Y
∞∑
m=0
1
m2pi2 + 1
,
koristec´i da, zbog |y| > 1, vrijedi Y ≥ 1 i |y| < Y + 1 ≤ 2Y , dobivamo ocjenu
|ϕ(z)| ≤ 1 + 2
( |y|
Y
+
pi
2Y
) ∞∑
m=0
1
m2pi2 + 1
≤ 1 + 2
(
2 +
pi
2
) 1 + ∞∑
m=1
1
m2
 .
Kako je suma na desnoj strani konacˇna, zakljucˇujemo da je i ϕ ogranicˇena na T1 ∪ T2.
Dakle, F je konstantna funkcija, s vrijednosˇc´u
ctg
pi
2
− ϕ
(
pi
2
)
= 0,
tj. vrijedi ctg = ϕ na C\piZ. 
Poglavlje 2
Dirichletov teorem o prostim brojevima
u aritmeticˇkim nizovima
Sa P c´emo oznacˇavati skup prostih brojeva, sa (m, n) najvec´i zajednicˇki djelitelj cijelih
brojeva m i n, a sa ϕ Eulerovu ϕ-funkciju:
ϕ : Z>0 → Z>0, ϕ(n) := |{k ∈ {1, . . . , n} : (k, n) = 1}| , n ∈ Z>0.
Teorem 2.0.2 (Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmeticˇkim nizovima). Neka su
a ∈ Z i m ∈ Z>0 relativno prosti. Tada je skup
Pa := {a + km : k ∈ Z} ∩ P = {p ∈ P : p ≡ a (mod m)}
beskonacˇan.
Ovaj je teorem prvi dokazao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1837. godine [1],
i taj se dokaz smatra rodenjem analiticˇke teorije brojeva. Mi c´emo ga u ovom poglavlju
dokazati njegovom metodom, koja se temelji na proucˇavanju svojstava L-funkcija modu-
larnih karaktera. Zapravo c´emo dokazati jedan jacˇi rezultat: za m ∈ Z>0, analiticˇka gustoc´a
skupa prostih brojeva u proizvoljnoj klasi kongruentnosti modulo m cˇiji su predstavnici
relativno prosti sa m jednaka je 1
ϕ(m) (teorem 2.6.1). Prije nego sˇto prijedemo na sam dokaz,
moramo “pripremiti teren”, uvodenjem i proucˇavanjem svojstava pojmova poput karakte-
ra konacˇnih Abelovih grupa, Dirichletovih redova, Eulerovih produkata, zeta funkcije i
L-funkcija te analiticˇke gustoc´e.
2.1 Karakteri konacˇnih Abelovih grupa
Neka je (G,+) konacˇna Abelova grupa.
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Definicija 2.1.1. Homomorfizam grupa χ : G → (C∗, ·) zovemo karakterom grupe G.
Oznacˇimo sa Gˆ skup svih karaktera grupe G. Uz mnozˇenje po tocˇkama, kojim je pro-
dukt karaktera χ1, χ2 ∈ Gˆ definiran sa
χ1χ2 : G → C∗, (χ1χ2)(a) := χ1(a) χ2(a), a ∈ G,
Gˆ postaje Abelova grupa:
◦ Gˆ je zatvoren na mnozˇenje po tocˇkama: za χ1, χ2 ∈ Gˆ, χ1χ2 : G → C∗ zadovoljava
(χ1χ2)(a + b) = χ1(a + b) χ2(a + b)
= χ1(a) χ1(b) χ2(a) χ2(b) (jer su χ1 i χ2 homomorfizmi)
= χ1(a) χ2(a) χ1(b) χ2(b) (komutativnost grupe C∗)
= (χ1χ2)(a) (χ1χ2)(b), a, b ∈ G,
dakle χ1χ2 je homomorfizam grupa G → C∗, tj. χ1χ2 ∈ Gˆ.
◦ Asocijativnost i komutativnost naslijedene su od mnozˇenja u C∗. Karakter
χ : G → C∗, χ ≡ 1,
(pisˇemo krac´e χ = 1) neutralni je element za mnozˇenje po tocˇkama, a inverzni element
karaktera χ1 ∈ Gˆ jest
χ−11 : G → C∗, χ−11 (a) :=
1
χ1(a)
, a ∈ G.
Definicija 2.1.2. Grupu Gˆ zovemo dualnom grupom grupe G.
Teorem 2.1.3. Vrijedi
Gˆ  G.
U dokazu ovog teorema kljucˇnu c´e ulogu imati sljedec´i poznati rezultat o strukturi
konacˇno generiranih Abelovih grupa:
Teorem 2.1.4 (Strukturni teorem za konacˇno generirane Abelove grupe). Neka je H konacˇno
generirana Abelova grupa. Tada postoje jedinstveni r, n ∈ Z≥0 i d1, . . . , dr ∈ Z>1, pri cˇemu
d1 | d2 | . . . | dr, takvi da vrijedi
H  Z/d1Z ⊕ Z/d2Z ⊕ . . . ⊕ Z/drZ ⊕ Zn.
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Dokaz teorema 2.1.3. Kako je G konacˇna (pa onda i konacˇno generirana) Abelova grupa,
po teoremu 2.1.4 G je direktna suma konacˇnog broja ciklicˇkih grupa, tj. postoje r ∈ Z>0 i
a1, a2, . . . , ar ∈ G takvi da vrijedi
G = Za1 ⊕ Za2 ⊕ . . . ⊕ Zar. (2.1)
Oznacˇimo n j := |a j|, j = 1, 2, . . . , r.
Za n ∈ Z>0, oznacˇimo sa Rn grupu n-tih korijena iz jedinice u C. Sjetimo se da je Rn
ciklicˇka podgrupa od (C∗, ·) reda n. Dakle, grupa G1 := Rn1 × Rn2 × . . . × Rnr direktni je
produkt ciklicˇkih grupa redova n1, n2, . . . , nr, basˇ kao i G, pa je G1  G. Pokazat c´emo da
je G1  Gˆ, odakle c´e slijediti tvrdnja propozicije.
Uocˇimo da svaki χ ∈ Gˆ zadovoljava χ(a j)n j = χ(n ja j) = χ(0) = 1, tj. χ(a j) ∈ Rn j , j =
1, 2, . . . , r. Zato je preslikavanje
Φ : Gˆ → G1, Φ(χ) := (χ(a1), χ(a2), . . . , χ(ar)), χ ∈ Gˆ,
dobro definirano. Sˇtovisˇe, Φ je izomorfizam grupa:
◦ Φ je homomorfizam grupa:
Φ(χ1 χ2) = ((χ1χ2)(a1), . . . , (χ1χ2)(ar))
= (χ1(a1) χ2(a1), . . . , χ1(ar) χ2(ar))
= (χ1(a1), . . . , χ1(ar)) (χ2(a1), . . . , χ2(ar))
= Φ(χ1) Φ(χ2), χ1, χ2 ∈ Gˆ.
◦ Kako je svaki χ ∈ Gˆ jedinstveno odreden svojim djelovanjem na skupu generatora
{a1, a2, . . . , ar} grupe G, Φ je injekcija.
◦ Za surjektivnost, fiksirajmo (ω1, ω2, . . . , ωr) ∈ G1 i pokazˇimo da postoji χ ∈ Gˆ takav da
je Φ(χ) = (ω1, ω2, . . . , ωr).
Uzimajuc´i u obzir da vrijedi ωn jj = 1, j = 1, 2, . . . , r, lako se vidi da su
χ j : Za j → C∗, χ j(ka j) := ωkj, k ∈ Z, j = 1, 2, . . . , r,
dobro definirani homomorfizmi grupa. Po univerzalnom svojstvu direktne sume u kate-
goriji Abelovih grupa, iz (2.1) slijedi da postoji jedinstven χ ∈ Gˆ takav da je
χ|Za j = χ j, j = 1, 2, . . . , r;
posebno vrijedi χ(a j) = χ j(a j) = ω j, j = 1, 2, . . . , r, tj. Φ(χ) = (ω1, ω2, . . . , ωr).
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Dakle, vrijedi
Gˆ
Φ
 G1  G,
pa je Gˆ  G. 
Ako je H podgrupa grupe G, jasno je da je za χ ∈ Gˆ restrikcija χ|H karakter grupe H.
Korisnu informaciju u obratnom smjeru daje sljedec´a propozicija.
Propozicija 2.1.5. Neka je H podgrupa grupe G.
(i) Neka je χ0 ∈ Hˆ. Vrijedi ∣∣∣∣{ χ ∈ Gˆ : χ|H = χ0}∣∣∣∣ = [G : H].
(ii) Neka je a ∈ G\{0}. Neka je ω |a|-ti korijen iz jedinice u C. Vrijedi∣∣∣∣{χ ∈ Gˆ : χ(a) = ω}∣∣∣∣ = |G||a| .
Dokaz. (i) Tvrdnju dokazujemo indukcijom po [G : H].
Ako je [G : H] = 1, tj. H = G, tvrdnja trivijalno vrijedi.
Pretpostavimo da za neki n ∈ Z>1 tvrdnja vrijedi u slucˇaju podgrupe indeksa strogo
manjeg od n, i da je H podgrupa grupe G indeksa n. Kako je n > 1, vrijedi H ( G pa
mozˇemo odabrati a ∈ G\H. Skup {k ∈ Z>0 : ka ∈ H} neprazan je podskup skupa Z>0 (npr.
|a| je njegov element) pa postoji
m := min {k ∈ Z>0 : ka ∈ H} > 1.
Oznacˇimo sa H′ podgrupu grupe G generiranu sa H∪{a}. Lako se vidi da se svaki element
grupe H′ na jedinstven nacˇin mozˇe prikazati u obliku
la + h, l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, h ∈ H. (2.2)
Odatle je jasno da je |H′| = m |H|, pa je
[H′ : H] = m. (2.3)
Prebrojimo karaktere grupe H′ koji prosˇiruju χ. Svako je takvo prosˇirenje χ′ jedins-
tveno odredeno svojim djelovanjem na a. Oznacˇimo w := χ(ma). Uvjet
χ′(a)m = χ′(ma) = χ(ma) = w
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pokazuje da je χ′(a) nuzˇno m-ti korijen iz w u C, sˇto daje m razlicˇitih kandidata za χ′(a), a
time i m razlicˇitih moguc´nosti za χ′. Svaka se od tih moguc´nosti ostvaruje: ako je ωm ∈ C∗
proizvoljan m-ti korijen iz w, onda je
χ′ : H′ → C∗, χ′(la + h) := ωlm χ(a), l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, h ∈ H,
dobro definiran homomorfizam grupa koji prosˇiruje χ:
◦ Da je χ′ dobro definiran, slijedi direktno iz egzistencije i jedinstvenosti prikaza eleme-
nata grupe H′ u obliku (2.2).
◦ χ′ je homomorfizam grupa: za l1, l2 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} i h1, h2 ∈ H, neka su q ∈ Z, r ∈
{0, 1, . . . ,m − 1} takvi da vrijedi l1 + l2 = qm + r (takvi q i r postoje po Teoremu o
dijeljenju s ostatkom); imamo
χ′((l1a + h1) + (l2a + h2)) = χ′((l1 + l2)a + h1 + h2) = χ′(ra + (q(ma) + h1 + h2)) =
= ωrm χ(q(ma) + h1 + h2) = ω
r
m w
q χ(h1) χ(h2) =
= ωr+mqm χ(h1) χ(h2) = ω
l1
m χ(h1)ω
l2
m χ(h2) =
= χ′(l1a + h1) χ′(l2a + h2).
◦ χ′ prosˇiruje χ:
χ′(h) = χ′(0a + h) = ω0m χ(h) = χ(h), h ∈ H.
Dakle, postoji tocˇno m razlicˇitih prosˇirenja karaktera χ do karaktera grupe H′. Kako vrijedi
[G : H′] =
[G : H]
[H′ : H]
(2.3)
=
[G : H]
m
< [G : H] = n,
primjenom pretpostavke indukcije na podgrupu H′ grupe G slijedi da se svako od tih
prosˇirenja tocˇno na [G : H′] razlicˇitih nacˇina prosˇiruje do karaktera grupe G. Ukupno,
postoji tocˇno
m [G : H′] = m
[G : H]
m
= [G : H]
razlicˇitih karaktera grupe G koji prosˇiruju χ.
Dakle, tvrdnja vrijedi u slucˇaju podgrupe indeksa n. Po principu matematicˇke induk-
cije, vrijedi i u slucˇaju podgrupe proizvoljnog indeksa.
(ii) Ocˇito je da pravilo ka 7→ ωk, k ∈ Z, definira jedinstven karakter χ′ grupe Za koji
zadovoljava χ′(a) = ω. Prema (i), χ′ se tocˇno na [G : Za] = |G||a| razlicˇitih nacˇina prosˇiruje
do karaktera grupe G. Slijedi (ii). 
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Modularni karakteri
Neka je m ∈ Z>1.
Definicija 2.1.6. Karakter grupe (Z/mZ)∗ (grupe invertibilnih elemenata prstena Z/mZ)
zovemo karakterom modulo m.
Karakter χ modulo m identificiramo s funkcijom Z→ C,
n 7→
0, ako je (n,m) , 1,χ(n), ako je (n,m) = 1, n ∈ Z.
Uz ovu identifikaciju, funkcija χ : Z → C je karakter modulo m ako i samo ako je peri-
odicˇna s periodom m, zadovoljava χ(n1n2) = χ(n1) χ(n2), n1, n2 ∈ Z, i ponisˇtava se tocˇno u
onim cijelim brojevima koji nisu relativno prosti sa m.
Drugi dual
Po teoremu 2.1.3, grupa Gˆ opet je konacˇna Abelova grupa, i za njezinu dualnu grupu ˆˆG
vrijedi
G  Gˆ  ˆˆG.
Primijetimo da je evaluacija elemenata grupe Gˆ u fiksnom a ∈ G,
a˜ : Gˆ → C∗, a˜(χ) := χ(a), χ ∈ Gˆ,
homomorfizam grupa:
a˜(χ1χ2) = (χ1χ2)(a) = χ1(a) χ2(a) = a˜(χ1) a˜(χ2), χ1, χ2 ∈ Gˆ.
Dakle, a˜ ∈ ˆˆG.
Propozicija 2.1.7. Preslikavanje
Ψ : G → ˆˆG, a Ψ7−→ a˜, a ∈ G,
izomorfizam je grupa.
Dokaz. Iz
(a1 + a2)∼(χ) = χ(a1 + a2) = χ(a1) χ(a2) = a˜1(χ) a˜2(χ), χ ∈ G˜, a1, a2 ∈ G,
zakljucˇujemo da je
(a1 + a2)∼ = a˜1a˜2, a1, a2 ∈ G,
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dakle Ψ je homomorfizam grupa.
Pokazˇimo injektivnost. Za a ∈ G vrijedi
a ∈ Ker Ψ ⇔ a˜ ≡ 1 ⇔ χ(a) = 1, χ ∈ G. (2.4)
Ako je a , 0, pa je |a| > 1, stavimo ω := e 2pii|a| ; po propoziciji 2.1.5.(ii), postoji χ ∈ Gˆ takav
da vrijedi χ(a) = ω , 1 pa, po (2.4), a < Ker Ψ. Prema tome, Ker Ψ = {0}, dakle Ψ je
monomorfizam.
Kako su domena i kodomena preslikavanja Ψ konacˇne i ekvipotentne, njegova injekti-
vnost ekvivalentna je njegovoj bijektivnosti. Zakljucˇujemo da je Ψ izomorfizam grupa. 
Dakle, posredstvom izomorfizma Ψ elemente grupe ˆˆG na prirodan nacˇin identificiramo
s elementima grupe G; kazˇe se da je Ψ kanonski izomorfizam grupa G i ˆˆG.
Relacije ortogonalnosti
Propozicija 2.1.8. Za χ ∈ Gˆ vrijedi∑
a∈G
χ(a) =
|G|, ako je χ = 1,0, ako je χ , 1.
Dokaz. Ako je χ = 1, tvrdnja ocˇito vrijedi.
Ako je χ , 1, neka je b ∈ G takav da je χ(b) , 1. Kako je preslikavanje a 7→ b + a
bijekcija G → G, imamo∑
a∈G
χ(a) =
∑
a∈G
χ(b + a) =
∑
a∈G
χ(b) χ(a) = χ(b)
∑
a∈G
χ(a),
odakle slijedi
(1 − χ(b))
∑
a∈G
χ(a) = 0.
Kako je χ(b) , 1, a C je integralna domena, zakljucˇujemo da je∑
a∈G
χ(a) = 0. 
Propozicija 2.1.9. Za a ∈ G vrijedi∑
χ∈Gˆ
χ(a) =
|G|, ako je a = 0,0, ako je a , 0.
Dokaz. Po propoziciji 2.1.7 vrijedi a = 0⇔ a˜ = 1. Uocˇimo i da je∑
χ∈Gˆ
χ(a) =
∑
χ∈Gˆ
a˜(χ)
pa tvrdnja slijedi primjenom propozicije 2.1.8 na a˜ ∈ ˆˆG. 
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2.2 Dirichletovi redovi
Definicija 2.2.1. Red oblika
∞∑
n=0
ane−λnz,
pri cˇemu je (an)n∈Z≥0 niz u C, (λn)n∈Z≥0 je rastuc´i niz nenegativnih realnih brojeva, a z ∈ C
je varijabla, zovemo Dirichletovim redom.
Primjer 2.2.2. (i) Stavljajuc´i a0 = 0 i λn = ln n, n ∈ Z>0, dobivamo ∑∞n=1 annz , obicˇan
Dirichletov red.
(ii) Stavljajuc´i λn = n, n ∈ Z≥0, dobivamo ∑∞n=0 an(e−z)n, (uz supstituciju t = e−z) red
potencija.
U proucˇavanju konvergencije Dirichletovih redova pomoc´i c´e nam sljedec´a lema.
Lema 2.2.3 (Abelova lema). Neka su (an)n∈Z≥0 i (bn)n∈Z≥0 nizovi u C. Uvedimo oznaku
Am,n :=

∑n
k=m ak, ako je m ≤ n,
0, ako je m > n,
m ∈ Z≥0, n ∈ Z.
Za m,m′ ∈ Z≥0 takve da je m ≤ m′, vrijedi
m′∑
n=m
anbn =
m′−1∑
n=m
Am,n(bn − bn+1) + Am,m′bm′ .
Dokaz. Imamo
m′∑
n=m
anbn =
m′∑
n=m
(Am,n − Am,n−1)bn =
=
m′∑
n=m
Am,nbn −
m′−1∑
n=m−1
Am,nbn+1 =
=
m′−1∑
n=m
Am,n(bn − bn+1) + Am,m′bm′ − Am,m−1bm =
=
m′−1∑
n=m
Am,n(bn − bn+1) + Am,m′bm′
jer je Am,m−1 = 0. 
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Propozicija 2.2.4 (o konvergenciji Dirichletova reda). Ako Dirichletov red
∑∞
n=0 ane
−λnz
konvergira u tocˇki z0 ∈ C, tada konvergira uniformno na skupovima
Dz0, α := {z0} ∪ {z ∈ C : Re(z − z0) > 0, |Arg(z − z0)| ≤ α}, α ∈
〈
0,
pi
2
〉
.
Dokaz. Dokazˇimo najprije tvrdnju u slucˇaju z0 = 0. Neka je α ∈
〈
0, pi2
〉
. Neka je ε >
0. Pretpostavka da red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira u tocˇki z0 = 0 znacˇi da je red
∑∞
n=0 an
konvergentan, pa postoji N = N(ε) ∈ Z≥0 takav da za sve m, n ≥ N vrijedi |Am,n| < ε.
Primjenom leme 2.2.3 na nizove (an)n∈Z≥0 i (e
−λnz)n∈Z≥0 , dobivamo da za m
′ ≥ m ≥ N i
z = (x, y) ∈ D0, α vrijedi∣∣∣∣∣∣∣
m′∑
n=m
ane−λnz
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
m′−1∑
n=m
Am,n
(
e−λnz − e−λn+1z
)
+ Am,m′e−λm′ z
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
m′−1∑
n=m
∣∣∣e−λnz − e−λn+1z∣∣∣ + ∣∣∣e−λm′ z∣∣∣ =
= ε
m′−1∑
n=m
∣∣∣∣∣∣
∫ λn+1
λn
ze−tzdt
∣∣∣∣∣∣ + e−λm′ x
 ≤ ε
m′−1∑
n=m
∫ λn+1
λn
∣∣∣ze−tz∣∣∣ dt + e−λm′ x =
= ε
|z| m′−1∑
n=m
∫ λn+1
λn
e−txdt + e−λm′ x
 = ε (|z|∫ λm′
λm
e−txdt + e−λm′ x
)
=
= ε
( |z|
x
(
e−λm x − e−λm′ x
)
+ e−λm′ x
)
. (2.5)
Zbog
x > 0, 0 ≤ λm ≤ λm′ ⇒ 0 < e−λm′ x ≤ e−λm x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ e−λm x − e−λm′ x ≤ 1,
iz (2.5) slijedi∣∣∣∣∣∣∣
m′∑
n=m
ane−λnz
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
( |z|
x
+ 1
)
= ε
(
1
cos(Arg z)
+ 1
)
≤ ε
(
1
cosα
+ 1
)
,
za proizvoljne m,m′ ≥ N i z = (x, y) ∈ D0, α. Kako ovo mozˇemo ucˇiniti za proizvoljan
ε > 0, zakljucˇujemo da je niz parcijalnih suma reda
∑∞
n=0 ane
−λnz uniformno Cauchyjev na
D0, α\{0} pa konvergira uniformno na D0, α\{0} (propozicija 1.1.23). Kako po pretpostavci
konvergira i u 0, zakljucˇujemo da konvergira uniformno na cijelom D0, α.
Pogledajmo sada slucˇaj z0 , 0. Po pretpostavci Dirichletov red
∑∞
n=0
(
ane−λnz0
)
e−λnw
konvergira u w = 0 pa, po dokazanom dijelu propozicije, konvergira uniformno na skupo-
vima
D0, α = {0} ∪ {w ∈ C : Re w > 0, |Arg w| ≤ α}, α ∈
〈
0,
pi
2
〉
.
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Supstitucijom w = z − z0, red ∑∞n=0 ane−λnz konvergira uniformno na skupovima
{z0} ∪ {z ∈ C : Re(z − z0) > 0, |Arg(z − z0)| ≤ α} = Dz0, α, α ∈
〈
0,
pi
2
〉
,
sˇto smo i htjeli pokazati. 
Uvedimo oznaku
Mρ := {z ∈ C : Re z > ρ}, ρ ∈ R ∪ {−∞,+∞}.
Korolar 2.2.5. Ako Dirichletov red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira u tocˇki z0 ∈ C, tada konvergira
lokalno uniformno i definira holomorfnu funkciju na otvorenoj poluravnini MRe z0 .
Dokaz. Jasno je da za svaki zatvoren krug K(z, r) ⊆ MRe z0 postoji α ∈
〈
0, pi2
〉
takav da
je K(z, r) ⊆ Dz0, α, pa propozicija 2.2.4 povlacˇi da red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira uniformno
na svakom zatvorenom krugu u MRe z0 , dakle i lokalno uniformno na MRe z0 . Kako su uz to
funkcije z 7→ ane−λnz, n ∈ Z≥0, holomorfne, po korolaru 1.1.26.(iii) red ∑∞n=0 ane−λnz definira
holomorfnu funkciju na MRe z0 . 
Definicija 2.2.6. Neka je
∑∞
n=0 ane
−λnz Dirichletov red.
ρ := inf
x ∈ R : ∞∑
n=0
ane−λnz konvergira za Re z > x
 ∈ R ∪ {−∞,+∞}
zovemo apscisom konvergencije reda
∑∞
n=0 ane
−λnz. Poluravninu Mρ zovemo poluravninom
konvergencije reda
∑∞
n=0 ane
−λnz.
Uz ovu terminologiju, direktna posljedica korolara 2.2.5 jest sljedec´i rezultat.
Korolar 2.2.7. Dirichletov red
∑∞
n=0 ane
−λnz s apscisom konvergencije ρ konvergira lokalno
uniformno i definira holomorfnu funkciju na svojoj poluravnini konvergencije, a divergira
za Re z < ρ.
Dirichletov red s nenegativnim koeficijentima
Propozicija 2.2.8. Neka je ρ ∈ R i neka je ∑∞n=0 ane−λnz Dirichletov red s nenegativnim
koeficijentima (tj. vrijedi an ≥ 0 za sve n ∈ Z≥0). Ako red ∑∞n=0 ane−λnz konvergira na
poluravnini Mρ, i ako se njime definirana holomorfna funkcija f : Mρ → C analiticˇki
prosˇiruje u okolini tocˇke ρ, tada postoji ε > 0 takav da red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira na
poluravnini Mρ−ε.
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Dokaz. Dokazˇimo najprije tvrdnju u slucˇaju ρ = 0. Neka je U ⊇ M0 otvorena okolina
tocˇke 0 takva da postoji analiticˇko prosˇirenje f1 : U → C funkcije f . Neka su ε1 > ε > 0
takvi da je K(1, 1+ε1) ⊆ U (mozˇemo uzeti npr. ε1 :=
√
1 + r24 −1 za neki r > 0 takav da je
K(0, r) ⊆ U). Kako je f1 holomorfna na U, ona se na K(1, 1 + ε1) razvija u svoj Taylorov
red oko 1 (teorem 1.1.33), tj. vrijedi
f1(z) =
∞∑
n=0
f (n)(1)
n!
(z − 1)n, z ∈ K(1, 1 + ε1). (2.6)
Kako je
∑∞
n=0 ane
−λnz red holomorfnih funkcija koji konvergira lokalno uniformno na M0
(korolar 2.2.7), na toj ga domeni mozˇemo derivirati cˇlan po cˇlan (korolar 1.1.26.(iii)) pa
vrijedi
f (n)(1) =
∞∑
m=0
am(−λm)ne−λm , n ∈ Z≥0.
Uvrstimo li to u (2.6), stavljajuc´i z = −ε ∈ K(1, 1 + ε1), dobivamo
f1(−ε) =
∞∑
n=0
∑∞
m=0 am(−λm)ne−λm
n!
(−1 − ε)n =
∞∑
n=0
∞∑
m=0
amλnme
−λm
n!
(1 + ε)n.
Buduc´i da dvostruki red na desnoj strani ima nenegativne cˇlanove, u njemu smijemo pro-
mijeniti poredak sumacije. Dobivamo
f1(−ε) =
∞∑
m=0
ame−λm
∞∑
n=0
(λm(1 + ε))n
n!
=
∞∑
m=0
ame−λmeλm(1+ε) =
∞∑
m=0
ame−λm(−ε).
Dakle, red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira u tocˇki −ε pa, po korolaru 2.2.5, konvergira i na polu-
ravnini M−ε.
U slucˇaju kad je ρ , 0, iz pretpostavke propozicije translacijom za −ρ slijedi da red∑∞
n=0 ane
−λn(z+ρ) =
∑∞
n=0
(
ane−λnρ
)
e−λnz konvergira na M0 i da se njime definirana holomorfna
funkcija analiticˇki prosˇiruje u okolini tocˇke 0 pa, po dokazanom dijelu teorema, taj red
konvergira na M−ε za neki ε > 0. Translacijom za ρ, red
∑∞
n=0 ane
−λnz konvergira na Mρ−ε.

Obicˇan Dirichletov red
Lema 2.2.9. Neka je
∑∞
n=1
an
ns obicˇan Dirichletov red.
(i) Ako postoji M > 0 takav da je |an| ≤ M za sve n ∈ Z>0, tada ∑∞n=1 anns konvergira
apsolutno za Re s > 1.
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(ii) Ako postoji M > 0 takav da je |Am,n| ≤ M za sve m, n ∈ Z>0, tada ∑∞n=1 anns konvergira
za Re s > 0.
Dokaz. (i) Ako je Re s > 1, imamo
∞∑
n=1
∣∣∣∣∣anns
∣∣∣∣∣ ≤ M ∞∑
n=1
∣∣∣∣∣ 1ns
∣∣∣∣∣ = M ∞∑
n=1
1
nRe s
< ∞,
dakle
∑∞
n=1
an
ns konvergira apsolutno.
(ii) Pokazˇimo prvo tvrdnju za s > 0. Za m,m′ ∈ Z>0, m ≤ m′, koristec´i Abelovu lemu
(lema 2.2.3) dobivamo∣∣∣∣∣∣∣
m′∑
n=m
an
ns
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
m′−1∑
n=m
Am,n
(
1
ns
− 1
(n + 1)s
)
+ Am,m′
1
m′s
∣∣∣∣∣∣∣
≤ M
m′−1∑
n=m
∣∣∣∣∣ 1ns − 1(n + 1)s
∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣ 1m′s
∣∣∣∣∣
 (jer je |Am,n| ≤ M)
= M
m′−1∑
n=m
(
1
ns
− 1
(n + 1)s
)
+
1
m′s
 (jer je s > 0)
=
M
ms
m→∞−−−→ 0.
Dakle, ako je s > 0, niz parcijalnih suma reda
∑∞
n=1
an
ns Cauchyjev je pa, zbog potpunosti od
C, i konvergentan, tj. red
∑∞
n=1
an
ns konvergira.
Neka je ρ apscisa konvergencije reda
∑∞
n=1
an
ns . Po korolaru 2.2.7, za Re s < ρ red
∑∞
n=1
an
ns
divergira pa, iz dokazane cˇinjenice da on konvergira za s > 0, zakljucˇujemo da je ρ ≤ 0. To
znacˇi da poluravnina konvergencije Mρ sadrzˇi M0, pa
∑∞
n=1
an
ns konvergira za Re s > 0. 
Eulerovi produkti
Definicija 2.2.10. Kazˇemo da je funkcija f : Z>0 → C multiplikativna ako je f (1) = 1 i za
sve parove relativno prostih brojeva m, n ∈ Z>0 vrijedi
f (mn) = f (m) f (n).
Ako je ova jednakost zadovoljena cˇak za sve m, n ∈ Z>0, kazˇemo da je f potpuno multipli-
kativna funkcija.
Lema 2.2.11. Neka je f multiplikativna funkcija. Neka je s ∈ C takav da red ∑∞n=1 f (n)ns
konvergira apsolutno. Tada vrijedi
∞∑
n=1
f (n)
ns
=
∏
p∈P
(
1 +
f (p)
ps
+
f (p2)
p2s
+
f (p3)
p3s
+ . . .
)
. (2.7)
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Dokaz. Oznacˇimo
S :=
∞∑
n=1
f (n)
ns
, P :=
∏
p∈P
(
1 +
f (p)
ps
+
f (p2)
p2s
+
f (p3)
p3s
+ . . .
)
.
Kako je
∑
p∈P
∣∣∣∣∣∣ f (p)ps + f (p2)p2s + f (p3)p3s + . . .
∣∣∣∣∣∣ ≤∑
p∈P
∞∑
k=1
∣∣∣∣∣∣ f (pk)pks
∣∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ < ∞,
beskonacˇan produkt P konvergira apsolutno.
Neka je ε > 0. Zbog apsolutne konvergencije reda S , postoji m1 ∈ Z>0 takav da vrijedi
∞∑
n=m1
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ < ε3 . (2.8)
Nadalje, po definiciji vrijednosti beskonacˇnog produkta (formula (1.2)), postoji m2 ∈ Z>0
takav da za m ≥ m2 vrijedi∣∣∣∣∣∣∣ ∏p∈P≤m
(
1 +
f (p)
ps
+
f (p2)
p2s
+
f (p3)
p3s
+ . . .
)
− P
∣∣∣∣∣∣∣ < ε3 . (2.9)
Oznacˇimo, za S ⊆ P, sa N(S ) skup strogo pozitivnih cijelih brojeva cˇiji su svi prosti dje-
litelji elementi skupa S . Kako je za svaki p ∈ P red ∑∞k=0 f (pk)pks apsolutno konvergentan,
induktivnom primjenom propozicije 1.2.10, koristec´i multiplikativnost funkcije f , dobi-
vamo da je za svaki m ∈ Z>0∏
p∈P≤m
(
1 +
f (p)
ps
+
f (p2)
p2s
+
f (p3)
p3s
+ . . .
)
=
∑
n∈N(P≤m)
f (n)
ns
,
dakle, po (2.9), za m ≥ m2 vrijedi ∣∣∣∣∣∣∣ ∑n∈N(P≤m)
f (n)
ns
− P
∣∣∣∣∣∣∣ < ε3 . (2.10)
Neka je m := max{m1,m2}. Imamo
|S − P| ≤
∣∣∣∣∣∣∣S −
m∑
n=1
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
m∑
n=1
f (n)
ns
−
∑
n∈N(P≤m)
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣ ∑n∈N(P≤m)
f (n)
ns
− P
∣∣∣∣∣∣∣ .
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Ocijenimo svaki pribrojnik na desnoj strani. Vrijedi∣∣∣∣∣∣∣S −
m∑
n=1
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=m+1
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=m+1
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=m1
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ (2.8)< ε3 .
S obzirom da je {1, 2, . . . ,m} ⊆ N(P≤m), imamo i∣∣∣∣∣∣∣
m∑
n=1
f (n)
ns
−
∑
n∈N(P≤m)
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
n∈N(P≤m)
n>m
f (n)
ns
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n∈N(P≤m)
n>m
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=m1
∣∣∣∣∣ f (n)ns
∣∣∣∣∣ (2.8)< ε3 .
Napokon, ∣∣∣∣∣∣∣ ∑n∈N(P≤m)
f (n)
ns
− P
∣∣∣∣∣∣∣ (2.10)< ε3 .
Zbrajanjem dobivamo da je |S −P| < ε. Kako to vrijedi za proizvoljan ε > 0, zakljucˇujemo
da je S = P, tj. vrijedi (2.7). 
Propozicija 2.2.12. Neka je f ogranicˇena multiplikativna funkcija. Dirichletov red
∑∞
n=1
f (n)
ns
konvergira apsolutno i definira holomorfnu funkciju na poluravnini M1, i vrijedi
∞∑
n=1
f (n)
ns
=
∏
p∈P
(
1 +
f (p)
ps
+
f (p2)
p2s
+
f (p3)
p3s
+ . . .
)
, Re s > 1, (2.11)
pri cˇemu je produkt na desnoj strani beskonacˇan produkt holomorfnih funkcija na M1 koji
konvergira normalno po kompaktima.
Dokaz. Oznacˇimo
S (s) :=
∞∑
n=1
f (n)
ns
, fp(s) :=
∞∑
k=1
f (pk)
pks
, P(s) :=
∏
p∈P
(
1 + fp(s)
)
.
Kako je f ogranicˇena, tvrdnja o apsolutnoj konvergeciji reda S na M1 slijedi iz leme
2.2.9.(i). Holomorfnost sada daje korolar 2.2.5, a jednakost (2.11) direktna je posljedica
leme 2.2.11.
Preostaje pokazati da su faktori beskonacˇnog produkta P dobro definirane holomorfne
funkcije na M1 i da on konvergira normalno po kompaktima u M1. Neka je M > 0 takav
da za sve n ∈ Z>0 vrijedi | f (n)| ≤ M. Za fiksan p ∈ P, za Re s ≥ x > 1 imamo ocjenu∣∣∣∣∣∣ f (pk)pks
∣∣∣∣∣∣ ≤ Mpkx , k ∈ Z>0, i
∞∑
k=1
M
pkx
≤ M
∞∑
n=1
1
nx
< ∞,
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dakle fp je red holomorfnih funkcija koji konvergira normalno na skupovima Mx, x > 1, a
onda i na kompaktima u M1 pa, po propoziciji 1.1.25 i korolaru 1.1.26.(iii), red fp definira
holomorfnu funkciju na M1. Nadalje, kako je za Re s ≥ x > 1
| fp(s)| =
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1
f (pk)
pks
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1
M
pkx
, p ∈ P, i
∑
p∈P
 ∞∑
k=1
M
pkx
 ≤ M ∞∑
n=1
1
nx
< ∞,
red
∑
p∈P fp konvergira normalno na poluravninama Mx, x > 1, pa onda i na kompaktima u
M1, dakle beskonacˇan produkt P konvergira normalno po kompaktima u M1. 
Korolar 2.2.13. Ako je f : Z>0 → C ogranicˇena potpuno multiplikativna funkcija, tada
vrijedi
∞∑
n=1
f (n)
ns
=
∏
p∈P
1
1 − f (p)ps
, Re s > 1,
pri cˇemu je produkt na desnoj strani beskonacˇan produkt holomorfnih funkcija na M1 koji
konvergira normalno po kompaktima.
Dokaz. Uocˇimo prvo da f nuzˇno zadovoljava | f (n)| ≤ 1, n ∈ Z>0. Naime, kad bi postojao
n ∈ Z>0 takav da je | f (n)| > 1, imali bismo, zbog potpune multiplikativnosti, za k ∈ Z>0,
| f (nk)| = | f (n)k| = | f (n)|k k→∞−−−→ +∞,
sˇto je nemoguc´e jer je f ogranicˇena. Posebno, za Re s > 1 i p ∈ P vrijedi
∣∣∣∣ f (p)ps ∣∣∣∣ < 1.
Tvrdnja sada slijedi direktno iz propozicije 2.2.12 i cˇinjenice da je, zbog potpune mul-
tiplikativnosti funkcije f , za p ∈ P
∞∑
n=0
f (pn)
pns
=
∞∑
n=0
(
f (p)
ps
)n
=
1
1 − f (p)ps
, Re s > 1. 
Spomenimo ovdje i jedan rezultat o Eulerovim produktima s nenegativnim koeficijen-
tima.
Definicija 2.2.14. Neka je (an)n∈Z>0 ⊆ R≥0. Kazˇemo da beskonacˇan produkt
∏∞
n=1 an kon-
vergira u R≥0 ako u R≥0 postoji
lim
n→∞
n∏
k=1
ak.
U tom slucˇaju taj limes zovemo vrijednosˇc´u beskonacˇnog produkta
∏∞
n=1 an i oznacˇavamo
ga takoder sa
∏∞
n=1 an.
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Lema 2.2.15. Neka je f : Z>0 → R≥0 takva da je f (1) = 1, i neka je s ∈ R. Beskonacˇan
produkt
∏
p∈P
∑∞
k=0
f (pk)
pks konvergira u R≥0 i vrijedi∏
p∈P
∞∑
k=0
f (pk)
pks
=
∞∑
n=1
an
ns
, (2.12)
gdje je
an :=
∏
p∈P
pk |n, pk+1-n
f (pk), n ∈ Z>0.
Dokaz. Kako je f nenegativna i f (1) = 1, svaki je faktor beskonacˇnog produkta u (2.12)
≥ 1, dakle niz parcijalnih produkata rastuc´i je, pa nuzˇno i konvergentan, niz u R≥0. Drugim
rijecˇima, beskonacˇan produkt iz (2.12) konvergira u R≥0. Imamo∏
p∈P
∞∑
k=0
f (pk)
pks
= lim
m→∞
∏
p∈P≤m
∞∑
k=0
f (pk)
pks
= lim
m→∞
∑
n∈N(P≤m)
an
ns
=
∞∑
n=1
an
ns
,
pri cˇemu je druga jednakost posljedica propozicije 1.2.11, a trec´a vrijedi jer je
∑∞
n=1
an
ns red
s nenegativnim cˇlanovima. 
2.3 Zeta funkcija
Definicija 2.3.1. Funkciju
ζ : M1 → C, ζ(s) :=
∞∑
n=1
1
ns
, Re s > 1,
zovemo zeta funkcijom.
Zeta funkcija definirana je Dirichletovim redom
∑∞
n=1
f (n)
ns , pri cˇemu je f : Z>0 →
C, f ≡ 1. Kako je f trivijalan primjer ogranicˇene potpuno multiplikativne funkcije, iz
propozicije 2.2.12 i korolara 2.2.13 slijedi da je ζ dobro definirana holomorfna funkcija
koja zadovoljava produktnu formulu
ζ(s) =
∏
p∈P
1
1 − 1ps
, Re s > 1. (2.13)
Propozicija 2.3.2. Postoji holomorfna funkcija φ : M0 → C takva da vrijedi
ζ(s) =
1
s − 1 + φ(s), Re s > 1.
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Dokaz. Uocˇimo da je, za Re s > 1,
1
s − 1 =
∫ ∞
1
1
ts
dt =
∫
R
∞∑
n=1
1
ts
1[n,n+1〉(t)dt =
∞∑
n=1
∫
R
1
ts
1[n,n+1〉(t)dt =
∞∑
n=1
∫ n+1
n
1
ts
dt,
pri cˇemu trec´a jednakost vrijedi jer je niz parcijalnih suma reda
∑∞
n=1
1
ts1[n,n+1〉(t) apsolutno
dominiran integrabilnom funkcijom 1tRes1[1,+∞〉(t) pa, po Lebesgueovu teoremu o dominira-
noj konvergenciji, suma smije iskocˇiti ispred integrala. Slijedi
ζ(s) =
1
s − 1 +
∞∑
n=1
(
1
ns
−
∫ n+1
n
1
ts
dt
)
=
1
s − 1 +
∞∑
n=1
∫ n+1
n
(
1
ns
− 1
ts
)
dt, Re s > 1.
Da bismo dovrsˇili dokaz, dovoljno je pokazati da je
φ : M0 → C, φ(s) :=
∞∑
n=1
∫ n+1
n
(
1
ns
− 1
ts
)
dt, Re s > 0,
dobro definirana holomorfna funkcija. Definirajmo, za n ∈ Z>0, funkcije
φn : M0 → C, φn(s) :=
∫ n+1
n
(
1
ns
− 1
ts
)
dt, Re s > 0.
Po propoziciji 1.1.10, funkcije φn su holomorfne. Nadalje, za svaki n ∈ Z>0 imamo
|φn(s)| ≤
∫ n+1
n
∣∣∣∣∣ 1ns − 1ts
∣∣∣∣∣ dt = ∫ n+1
n
∣∣∣∣∣∣
∫ t
n
s
us+1
du
∣∣∣∣∣∣ dt, Re s > 0.
Unutrasˇnji integral na desnoj strani integral je funkcije
z 7→ s
zs+1
=
s
e(s+1) Ln z
po putu γ : [n, t]→ C, γ(u) := u, pa primjenom Fundamentalne ocjene (1.1) slijedi
|φn(s)| ≤
∫ n+1
n
(t − n) max
z∈[n,t]
∣∣∣∣∣ szs+1
∣∣∣∣∣ dt ≤ ∫ n+1
n
max
z∈[n,n+1]
∣∣∣∣∣ szs+1
∣∣∣∣∣ dt = |s|nRe s+1 , Re s > 0.
Dakle, ako su x, r > 0, za s ∈ C(r, x) := {z ∈ C : Re z ≥ x, |z| ≤ r} vrijedi
|φn(s)| ≤ rnx+1 , a
∞∑
n=1
r
nx+1
= r
∞∑
n=1
1
nx+1
< ∞.
Prema tome, red
∑∞
n=1 φn konvergira normalno na kruzˇnom odsjecˇku C(r, x). Kako je svaki
kompaktan podskup K poluravnine M0 sadrzˇan u nekom odsjecˇku tog oblika (npr. K ⊆
C (maxz∈K |z|, d(K, iR)), zakljucˇujemo da red ∑∞n=1 φn konvergira normalno po kompaktima
u M0, pa je (propozicija 1.1.25, korolar 1.1.26.(iii)) njegova suma φ holomorfna funkcija
na M0. 
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Dakle, zeta funkcija analiticˇki se prosˇiruje do meromorfne funkcije na poluravnini M0.
Jedini pol tog prosˇirenja je 1. Mozˇe se pokazati da se zeta funkcija analiticˇki prosˇiruje do
meromorfne funkcije na cijelom C (1 je jedini pol i tog prosˇirenja).
2.4 L-funkcije
Neka je m ∈ Z>0 i neka je χ karakter modulo m.
Definicija 2.4.1. Dirichletov red
Lχ(s) :=
∞∑
n=1
χ(n)
ns
zovemo L-redom karaktera χ.
Kako je slika karaktera χ konacˇna (preciznije, za svaki n ∈ Z vrijedi da je χ(n) ili 0 ili
ϕ(m)-ti korijen iz jedinice u C), χ je ogranicˇena funkcija. Osim toga, restrikcija karaktera χ
na Z>0 potpuno je multiplikativna funkcija, pa iz propozicije 2.2.12 i korolara 2.2.13 slijedi
da red Lχ definira holomorfnu funkciju na M1 i da vrijedi produktna formula
Lχ(s) =
∏
p∈P
1
1 − χ(p)ps
, Re s > 1. (2.14)
Propozicija 2.4.2. Ako je χ = 1, holomorfna funkcija na M1 definirana redom Lχ analiticˇki
se prosˇiruje do meromorfne funkcije na M0 s jedinstvenim polom 1.
Dokaz. Imamo
Lχ(s)
(2.14)
=
∏
p∈P
p-m
1
1 − 1ps
=
∏
p∈P
1
1 − 1ps
·
∏
p∈P
p|m
(
1 − 1
ps
)
(2.13)
= ζ(s)
∏
p∈P
p|m
(
1 − 1
ps
)
, Re s > 1.
Kako je za svaki p ∈ P funkcija s 7→ 1 − 1ps holomorfna na M0 i 1 nije njezina nultocˇka,
tvrdnja slijedi iz odgovarajuc´ih svojstava zeta funkcije (propozicija 2.3.2). 
Propozicija 2.4.3. Ako je χ , 1, red Lχ definira holomorfnu funkciju na M0.
Dokaz. Uz oznaku an := χ(n), n ∈ Z>0, vrijedi Lχ(s) = ∑∞n=1 anns . Za k, l ∈ Z≥0, k ≤ l, neka
su q ∈ Z i r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} takvi da je l− k + 1 = qm + r (takvi q i r postoje po Teoremu
o dijeljenju s ostatkom). Imamo
Ak,l =
l∑
n=k
χ(n) =
k+m−1∑
n=k
χ(n) +
k+2m−1∑
n=k+m
χ(n) + . . . +
k+qm−1∑
n=k+(q−1)m
χ(n) +
k+qm+r−1∑
n=k+qm
χ(n).
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Kako je χ periodicˇna funkcija s periodom m, slijedi
Ak,l = q
m∑
n=1
χ(n) +
k+r−1∑
n=k
χ(n) = q
∑
n∈(Z/mZ)∗
χ(n) +
k+r−1∑
n=k
χ(n),
odakle, zbog
∑
n∈(Z/mZ)∗ χ(n) = 0 (propozicija 2.1.8), slijedi
Ak,l =
k+r−1∑
n=k
χ(n).
Dakle, Ak,l je suma vrijednosti m-periodicˇne funkcije χ : Z → C u r ∈ {0, 1, . . . ,m −
1} uzastopnih cijelih brojeva. Jasno je da postoji samo konacˇno mnogo moguc´nosti za
vrijednost takve sume. Dakle, skup {Ak,l : k, l ∈ Z>0, k ≤ l} konacˇan je, pa onda i ogranicˇen.
Po lemi 2.2.9 slijedi da Dirichletov red Lχ(s) =
∑∞
n=1
an
ns konvergira za Re s > 0 pa, po
korolaru 2.2.5, definira holomorfnu funkciju na M0. 
Definicija 2.4.4. Meromorfnu funkciju iz propozicije 2.4.2, ako je χ = 1, odnosno ho-
lomorfnu fukciju iz propozicije 2.4.3, ako je χ , 1, zovemo L-funkcijom karaktera χ i
oznacˇavamo je sa L(χ, ·).
Produkt L-funkcija
Neka je m ∈ Z>0. Za dokaz Dirichletova teorema u potpoglavlju 2.6 kljucˇno c´e biti
ponasˇanje L-funkcija karaktera modulo m u tocˇki 1. Vidjeli smo (propozicija 2.4.3) da
je 1 pol prvog reda funkcije L(1, ·), dok su L-funkcije netrivijalnih karaktera analiticˇke u
1. Sada c´emo pokazati da 1 nije nultocˇka L-funkcije nijednog netrivijalnog modularnog
karaktera, i to proucˇavajuc´i svojstva produkta L-funkcija svih karaktera modulo m.
Uvedimo oznaku Gm := (Z/mZ)∗ i, za n ∈ Z>0 relativno prost sa m, oznacˇimo sa |n| red
od n + Z/mZ u grupi Gm.
Lema 2.4.5. Neka je p ∈ P takav da p - m. Vrijedi∏
χ∈Gˆm
(1 − χ(p)X) =
(
1 − X |p|
) ϕ(m)|p|
. (2.15)
Dokaz. Oznacˇimo sa R|p| grupu |p|-tih korijena iz jedinice u C. Naravno, za svaki karakter
χ modulo m vrijedi χ(p) ∈ R|p|, a po propoziciji 2.1.5.(ii) za svaki je ω ∈ R|p|∣∣∣∣{χ ∈ Gˆm : χ(p) = ω}∣∣∣∣ = ϕ(m)|p| .
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Odavde slijedi da je
∏
χ∈Gˆm
(1 − χ(p)X) =
 ∏
ω∈R|p|
(1 − ωX)

ϕ(m)
|p|
=
(
1 − X |p|
) ϕ(m)|p|
,
pri cˇemu zadnja jednakost vrijedi jer svaki od polinoma
∏
ω∈R|p|(1−ωX) i 1− X |p| ima skup
(jednostrukih) korijena jednak R|p| i slobodni koeficijent 1, a nad C postoji tocˇno jedan
polinom s tim svojstvima, pa je nuzˇno
∏
ω∈R|p|(1 − ωX) = 1 − X |p|. 
Propozicija 2.4.6. Funkcija
ζm : M0 → C, ζm(s) :=
∏
χ∈Gˆm
L(χ, s), Re s > 0,
meromorfna je funkcija na M0 i zadovoljava produktnu formulu
ζm(s) =
∏
p∈P
p-m
1(
1 − 1p|p|s
) ϕ(m)|p| , Re s > 1.
Nadalje, postoji Dirichletov red
∑∞
n=1
an
ns takav da vrijedi
ζm(s) =
∞∑
n=1
an
ns
, Re s > 1,
pri cˇemu su koeficijenti an, n ∈ Z>0, nenegativni cijeli brojevi, i za sve n ∈ Z>0 relativno
proste sa m vrijedi anϕ(m) ≥ 1.
Dokaz. Kako je ζm po definiciji produkt konacˇno mnogo meromorfnih funkcija na M0, i
sama je meromorfna funkcija na M0. Nadalje, za Re s > 1 imamo
ζm(s) =
∏
χ∈Gˆm
L(χ, s)
(2.14)
=
∏
χ∈Gˆm
∏
p∈P
1
1 − χ(p)ps
=
∏
χ∈Gˆm
∏
p∈P
p-m
1
1 − χ(p)ps
=
∏
p∈P
p-m
∏
χ∈Gˆm
1
1 − χ(p)ps
.
Koristec´i lemu 2.4.5 (evaluacijom (2.15) u 1ps ), dobivamo produktnu formulu
ζm(s) =
∏
p∈P
p-m
1(
1 − 1p|p|s
) ϕ(m)|p| , Re s > 1.
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Iz nje, koristec´i cˇinjenicu da se, za n ∈ Z>0, holomorfna funkcija z 7→ 1(1−z)n na K(0, 1)
razvija u svoj Taylorov red oko 0, tj. vrijedi
1
(1 − z)n =
∞∑
k=0
(
k + n − 1
n − 1
)
zk, |z| < 1,
dobivamo
ζm(s) =
∏
p∈P
p-m
∞∑
k=0
(k + ϕ(m)|p| − 1
ϕ(m)
|p| − 1
)
1
p|p|ks
, Re s > 1.
Ovo, uz definiciju f : Z>0 → R≥0,
f (n) :=

(k+ ϕ(m)|p| −1
ϕ(m)
|p| −1
)
, ako je n = p|p|k za neke p ∈ P, p - m, i k ∈ Z≥0,
0, inacˇe,
n ∈ Z>0, (2.16)
mozˇemo zapisati kao
ζm(s) =
∏
p∈P
∞∑
l=0
f (pl)
pls
, Re s > 1,
pa po lemi 2.2.15 slijedi da je
ζm(s) =
∞∑
n=1
an
ns
, Re s > 1,
gdje je
an :=
∏
p∈P
pl |n, pl+1-n
f (pl), n ∈ Z>0. (2.17)
Ocˇito je an ∈ Z≥0 za sve n ∈ Z>0. Dokazˇimo da red ∑∞n=1 anns zadovoljava i zadnji zahtjev
propozicije. Neka je n ∈ Z>0 relativno prost sa m. Iz (2.17) vidimo da je anϕ(m) produkt
konacˇno mnogo faktora oblika f (pl), pri cˇemu p - m, a l je djelijv sa ϕ(m), pa onda i sa |p|,
tj. l = |p|k za neki k ∈ Z. Iz (2.16) vidimo da su svi takvi faktori ≥ 1. Zato je i anϕ(m) ≥ 1. 
Korolar 2.4.7. 1 ∈ C nije nultocˇka L-funkcije nijednog karaktera χ ∈ Gˆm\{1}.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji χ0 ∈ Gˆm\{1} takav da je L(χ0, 1) = 0. Imamo
ζm(s) = ((s − 1) L(1, s)) · L(χ0, s)s − 1 ·
∏
χ∈Gˆm\{1, χ0}
L(χ, s), s ∈ M0\{1}.
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Kako je 1 pol prvog reda meromorfne funkcije L(1, ·) (propozicija 2.4.2), nultocˇka holo-
morfne funkcije L(χ0, ·) i tocˇka u domeni holomorfnih funkcija L(χ, ·), χ ∈ Gˆm\{1, χ0},
(propozicija 2.4.3), zakljucˇujemo da se svaki faktor na desnoj strani analiticˇki prosˇiruje do
holomorfne funkcije na M0 (vidi propoziciju 1.1.44.(ii)), dakle funkcija ζm je holomorfna
na M0.
Neka je
∑∞
n=1
an
ns Dirichletov red iz propozicije 2.4.6. Kako je ζm holomorfna na M0,
ona je analiticˇko prosˇirenje na poluravninu M0 funkcije M1 → C definirane Dirichletovim
redom (s nenegativnim koeficijentima)
∑∞
n=1
an
ns . Iz propozicije 2.2.8 slijedi da je apscisa
konvergencije reda
∑∞
n=1
an
ns manja od ili jednaka 0, pa red
∑∞
n=1
an
ns konvergira na M0. Po-
sebno, red
∑∞
n=1
an
ns konvergira u tocˇki
1
ϕ(m) , tj. vrijedi
∞∑
n=1
an
n
1
ϕ(m)
< ∞. (2.18)
Medutim, kako za sve n ∈ Z>0 koji su relativno prosti sa m vrijedi anϕ(m) ≥ 1 (propozicija
2.4.6), imamo i
∞∑
n=1
an
n
1
ϕ(m)
≥
∑
n∈Z>0
(n,m)=1
1(
nϕ(m)
) 1
ϕ(m)
=
∑
n∈Z>0
(n,m)=1
1
n
≥
∑
p∈P
p-m
1
p
= +∞, (2.19)
pri cˇemu zadnja jednakost vrijedi jer se red
∑
p∈P, p-m 1p od reda
∑
p∈P 1p , koji divergira (to
c´emo, neovisno o ovoj propoziciji, dokazati u sljedec´em odjeljku (napomena 2.5.5)), ra-
zlikuje samo za konacˇno mnogo cˇlanova. Naravno, (2.18) i (2.19) su u kontradikciji. Za-
kljucˇujemo da 1 nije nultocˇka L-funkcije nijednog netrivijalnog karaktera modulo m. 
2.5 Analiticˇka gustoc´a
Za mjerenje “velicˇine” (beskonacˇnih) podskupova skupa prostih brojeva u odnosu na “ve-
licˇinu” cijelog skupa P, uvode se razne vrste gustoc´e podskupa skupa P u P.
Definicija 2.5.1. Neka je S ⊆ P. Ako postoji limes
lim
n→∞
|{p ∈ S : p ≤ n}|
|{p ∈ P : p ≤ n}| ,
zovemo ga prirodnom (asimptotskom) gustoc´om skupa S (u P) i oznacˇavamo ga sa δ(S ).
Definicija 2.5.2. Neka je S ⊆ P. Ako postoji limes
lim
s↘1
∑
p∈S 1ps∑
p∈P 1ps
,
zovemo ga analiticˇkom (Dirichletovom) gustoc´om skupa S i oznacˇavamo ga sa d(S ).
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Napomena 2.5.3. (a) Iz definicija je jasno da su i prirodna i analiticˇka gustoc´a skupa
S ⊆ P, kad postoje, elementi segmenta [0, 1], i da je δ(P) = d(P) = 1.
(b) Lako se vidi i da konacˇna disjunktna unija skupova koji imaju prirodnu / analiticˇku
gustoc´u takoder ima prirodnu / analiticˇku gustoc´u, i ona je jednaka sumi njihovih
gustoc´a.
(c) Mozˇe se pokazati da svaki S ⊆ P koji ima prirodnu gustoc´u ima i analiticˇku gustoc´u,
i ona je jednaka prirodnoj gustoc´i (obrat ne vrijedi). Iako je pojam prirodne gustoc´e
intuitivno zaista “prirodniji”, nama c´e biti spretnije raditi s analiticˇkom gustoc´om.
Spomenimo samo da se mozˇe pokazati da glavni teoremi ovog poglavlja, teoremi 2.6.1
i 2.7.6, koje mi u ovom radu iskazujemo i dokazujemo u terminima analiticˇke gustoc´e,
vrijede i ako u njihovim iskazima analiticˇku gustoc´u zamijenimo prirodnom gustoc´om.
Propozicija 2.5.4.
lim
s↘1
∑
p∈P 1ps
ln 1s−1
= 1.
Dokaz. Uocˇimo da za s > 1 vrijedi 11−p−s > 0 i ζ(s) =
∑∞
n=1
1
ns > 0 pa su vrijednosti ln
1
1−p−s
i ln ζ(s) definirane. Iz formule 2.13, koristec´i neprekidnost funkcije ln, dobivamo
ln ζ(s) = ln
 limn→∞ ∏
p∈P≤n
1
1 − 1ps
 = limn→∞ ln
∏
p∈P≤n
1
1 − 1ps
 = limn→∞
− ∑
p∈P≤n
ln
(
1 − 1
ps
)
= −
∑
p∈P
ln
(
1 − 1
ps
)
=
∑
p∈P
∞∑
k=1
1
kpks
, s > 1.
Kako je dvostruki red na desnoj strani red s nenegativnim cˇlanovima, u njemu smijemo
mijenjati poredak sumacije, pa vrijedi
ln ζ(s) =
∑
p∈P
1
ps
+
∑
p∈P
∞∑
k=2
1
kpks
, s > 1. (2.20)
Slijedi ∑
p∈P 1ps
ln 1s−1
=
∑
p∈P 1ps∑
p∈P 1ps +
∑
p∈P
∑∞
k=2
1
kpks
· ln ζ(s)
ln 1s−1
, s > 1. (2.21)
Pogledajmo sˇto se dogada sa svakim od faktora na desnoj strani u (2.21) kad s↘ 1.
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Za s > 1 mozˇemo ocijeniti∑
p∈P
∞∑
k=2
1
kpks
≤
∑
p∈P
∞∑
k=2
1
pks
=
∑
p∈P
1
p2s
1
1 − 1ps
=
∑
p∈P
1
ps(ps − 1) ≤
∑
p∈P
1
p(p − 1) <
<
∞∑
n=2
1
n(n − 1) =
∞∑
n=2
(
1
n − 1 −
1
n
)
= lim
n→∞
n∑
k=2
(
1
k − 1 −
1
k
)
=
= lim
n→∞
(
1 − 1
n
)
= 1. (2.22)
Kako je lims↘1 ζ(s) = +∞, pa je i lims↘1 ln(ζ(s)) = +∞, iz formule (2.20) i ocjene (2.22)
zakljucˇujemo da je
lim
s↘1
∑
p∈P
1
ps
= +∞. (2.23)
Iz (2.22) i (2.23) jasno je da je
lim
s↘1
∑
p∈P 1ps∑
p∈P 1ps +
∑
p∈P
∑∞
k=2
1
pks
= 1. (2.24)
Da bismo vidjeli sˇto se dogada s drugim faktorom u (2.21), sjetimo se da analiticˇko
prosˇirenje funkcije ζ na M0 u 1 ima pol prvog reda (propozicija (2.3.2)), pa (propozicija
1.1.44.(ii)) postoji holomorfna funkcija h : K(1, 1) → C takva da vrijedi h(1) , 0 i ζ(s) =
h(s)
s−1 za s ∈ K×(1, 1) ∩ M1. Za s ∈ 〈1, 2〉 vrijedi ζ(s) > 0, pa onda i i h(s) > 0. Zbog
neprekidnosti funkcije h slijedi da je h(1) ≥ 0, tj., zbog h(1) , 0, h(1) > 0. Za s ∈ 〈1, 2〉
sada imamo
ln ζ(s)
ln 1s−1
=
ln h(s)s−1
ln 1s−1
=
ln h(s) − ln(s − 1)
− ln(s − 1) = 1 −
ln h(s)
ln(s − 1)
s↘1−−→ 1 (2.25)
jer je lims↘1 ln h(s) = ln h(1), a lims↘1 ln(s − 1) = −∞.
Napokon, iz (2.21), (2.24) i (2.25) zakljucˇujemo da je
lim
s↘1
∑
p∈P 1ps
ln 1s−1
= 1,
sˇto je i trebalo pokazati. 
Napomena 2.5.5. Primijetimo da smo u prethodnom dokazu usput prakticˇki dokazali i da
je ∑
p∈P
1
p
= +∞.
Naime, to slijedi direktno iz (2.23) i cˇinjenice da je
∑
p∈P 1p ≥
∑
p∈P 1ps za svaki s > 1.
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Korolar 2.5.6. Neka je S ⊆ P. Vrijedi
lim
s↘1
∑
p∈S 1ps∑
p∈P 1ps
= lim
s↘1
∑
p∈S 1ps
ln 1s−1
,
u smislu da jedan limes postoji ako i samo ako postoji i drugi, i da su, kad postoje,
medusobno jednaki.
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 2.5.4 pusˇtanjem limesa kad s ↘ 1 u jedna-
kosti ∑
p∈S 1ps∑
p∈P 1ps
=
∑
p∈S 1ps
ln 1s−1
· ln
1
s−1∑
p∈P 1ps
. 
Ovime smo dobili alternativnu definiciju analiticˇke gustoc´e skupa S ⊆ P:
d(S ) := lim
s↘1
∑
p∈S 1ps
ln 1s−1
, (2.26)
ako limes na desnoj strani postoji.
Lema 2.5.7. Neka je S ⊆ P konacˇan. Tada je d(S ) = 0.
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz (2.26) i cˇinjenice da je lims↘1
∑
p∈S 1ps =
∑
p∈S 1p < ∞,
dok je lims↘1 ln 1s−1 = +∞. 
2.6 Dokaz Dirichletova teorema
Teorem 2.6.1. Neka su a ∈ Z i m ∈ Z>0 relativno prosti. Skup
Pa := {p ∈ P : p ≡ a (mod m)}
ima analiticˇku gustoc´u 1
ϕ(m) .
Dokaz. Zanima nas limes
lim
s↘1
∑
p∈Pa
1
ps∑
p∈P 1ps
= lim
s↘1
∑
p∈P, p≡a (mod m) 1ps∑
p∈P 1ps
. (2.27)
Neka je a−1 bilo koji cijeli broj sa svojstvom a−1a ≡ 1 (mod m) (tj. bilo koji predstavnik
inverza klase a + Z/mZ u grupi Gm). Iz relacija ortogonalnosti za karaktere konacˇnih
Abelovih grupa (propozicija 2.1.9) dobivamo∑
χ∈Gˆm
χ(a−1 p) =
ϕ(m), a−1 p ≡ 1 (mod m),0, a−1 p . 1 (mod m), p ∈ P, p - m. (2.28)
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Primijetimo da u ovoj jednakosti mozˇemo i zaboraviti uvjet p - m, s obzirom da u slucˇaju
kad p | m vrijedi da a−1 p nije relativno prost sa m pa je a−1 p . 1 (mod m) i da je∑
χ∈Gˆm χ(a
−1 p) =
∑
χ∈Gˆm 0 = 0. Jednakost (2.28) mozˇemo, buduc´i da je uvjet a
−1 p ≡ 1
(mod m) ekvivalentan sa p ≡ a (mod m), zgodno iskoristiti za novi zapis brojnika u (2.27):∑
p∈Pa
1
ps
=
1
ϕ(m)
∑
p∈P
∑
χ∈Gˆm
χ(a−1 p)
ps
, s > 1.
Kako za sve χ ∈ Gˆm i s > 1 vrijedi ∑p∈P ∣∣∣∣χ(a−1 p)ps ∣∣∣∣ ≤ ∑p∈P 1ps < ζ(s) < ∞, pa ∑p∈P χ(a−1 p)ps
konvergira (apsolutno), slijedi∑
p∈Pa
1
ps
=
1
ϕ(m)
∑
χ∈Gˆm
∑
p∈P
χ(a−1 p)
ps
=
1
ϕ(m)
∑
χ∈Gˆm
1
χ(a)
∑
p∈P
χ(p)
ps
, s > 1. (2.29)
Ova jednakost omoguc´uje da limes (2.27) shvatimo kao sumu ϕ(m) novih limesa, indeksi-
ranih po Gˆm, u nadi da svi ti limesi postoje i da ih znamo izracˇunati.
Za χ ∈ Gˆm, definirajmo
fχ : M1 → C, fχ(s) :=
∑
p∈P
χ(p)
ps
, Re s > 1.
Kako za Re s ≥ x > 1 vrijedi∣∣∣∣∣χ(p)ps
∣∣∣∣∣ ≤ 1px , a ∑
p∈P
1
px
<
∞∑
n=1
1
nx
< ∞,
red
∑
p∈P
χ(p)
ps holomorfnih funkcija konvergira normalno po kompaktima u M1, pa je (pro-
pozicija 1.1.25 i korolar 1.1.26.(iii)) fχ dobro definirana holomorfna funkcija na M1.
Lema 2.6.2. Za χ ∈ Gˆm, χ = 1, vrijedi
lim
s↘1
fχ(s)∑
p∈P 1ps
= 1.
Dokaz. Za χ = 1 imamo
lim
s↘1
fχ(s)∑
p∈P 1ps
= lim
s↘1
∑
p∈P, p-m 1ps∑
p∈P 1ps
= lim
s↘1
∑
p∈P 1ps −
∑
p∈P, p|m 1ps∑
p∈P 1ps
= 1,
pri cˇemu zadnja jednakost vrijedi zbog (2.23) i cˇinjenice da za sve s > 1 vrijedi
∑
p∈P, p|m 1ps ≤∑
p∈P, p|m 1 ≤ m. 
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Lema 2.6.3. Za χ ∈ Gˆm, χ , 1, vrijedi
lim
s↘1
fχ(s)∑
p∈P 1ps
= 0.
Dokaz. Primijetimo da je dovoljno pokazati da je funkcija fχ ogranicˇena na nekom inter-
valu oblika 〈1, 1 + ε〉, ε > 0; tvrdnja onda slijedi direktno iz (2.23). Slicˇno kao sˇto je osnova
dokaza propozicije 2.5.4 bila promatranje logaritma zeta funkcije, osnova ovog dokaza bit
c´e promatranje logaritma funkcije L(χ, ·). Ovdje se, medutim, ne mozˇemo posluzˇiti real-
nim logaritmom, vec´ c´emo morati zˇonglirati razlicˇitim kompleksnim logaritmima funkcije
L(χ, ·).
Za pocˇetak, definirajmo
g : M1 → C, g(s) :=
∑
p∈P
Ln
1
1 − χ(p)ps
, Re s > 1.
Pokazˇimo da ova definicija ima smisla. Lako se vidi da za p ∈ P i Re s > 1 vrijedi
Re 1
1− χ(p)ps
> 0, pa je 1
1− χ(p)ps
u domeni glavne grane kompleksnog logaritma, dakle svi cˇlanovi
gornje sume dobro su definirani. Nadalje, koristec´i razvoj holomorfne funkcije z 7→ Ln 11−z
u Taylorov red oko 0 na K(0, 1) dobivamo da za p ∈ P vrijedi
Ln
1
1 − χ(p)ps
=
∞∑
n=1
χ(p)n
npns
, Re s > 1. (2.30)
Odavde slijedi da je, za p ∈ P i Re s ≥ x > 1,∣∣∣∣∣∣∣Ln 11 − χ(p)ps
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1
∣∣∣∣∣χ(p)nnpns
∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1
1
npnx
,
a ∑
p∈P
∞∑
n=1
1
npnx
=
∑
p∈P
1
px
+
∑
p∈P
∞∑
n=2
1
npnx
< ζ(x) +
∑
p∈P
∞∑
n=2
1
npnx
(2.22)≤ ζ(x) + 1 < ∞,
dakle red
∑
p∈P Ln 11− χ(p)ps
holomorfnih funkcija na M1 konvergira normalno na poluravni-
nama {z ∈ C : Re z ≥ x}, x > 1, pa onda i na kompaktima u M1, odakle slijedi (propozicija
1.1.25 i korolar 1.1.26.(iii)) da je g dobro definirana holomorfna funkcija na M1.
Iz (2.30) i definicije funkcije g dobivamo
g(s) =
∑
p∈P
∞∑
n=1
χ(p)n
npns
, Re s > 1,
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pri cˇemu, zbog apsolutne konvergencije, dvostruki red na desnoj strani konvergira bezu-
vjetno, pa vrijedi i
g(s) =
∑
p∈P
χ(p)
ps
+
∑
p∈P
∞∑
n=2
χ(p)n
npns
= fχ(s) +
∑
p∈P
∞∑
n=2
χ(p)n
npns
, Re s > 1. (2.31)
Kako je ∣∣∣∣∣∣∣∑p∈P
∞∑
n=2
χ(p)n
npns
∣∣∣∣∣∣∣ ≤∑p∈P
∞∑
n=2
∣∣∣∣∣χ(p)nnpns
∣∣∣∣∣ ≤∑
p∈P
∞∑
n=2
1
npn Re s
(2.22)≤ 1, Re s > 1,
iz (2.31) vidimo da je za zavrsˇetak dokaza leme, tj. da bismo dokazali ogranicˇenost funkci-
je fχ na nekom intervalu oblika 〈1, 1 + ε〉, ε > 0, visˇe nego dovoljno pokazati da je funkcija
g ogranicˇena na K(1, r) ∩ M1 za neki r > 0.
g je kompleksni logaritam funkcije L(χ, ·) na M1: imamo
eg(s) = e
∑
p∈P Ln 1
1− χ(p)ps =
∏
p∈P
e
Ln 1
1− χ(p)ps =
∏
p∈P
1
1 − χ(p)ps
(2.14)
= L(χ, s), Re s > 1,
pri cˇemu druga jednakost vrijedi zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije. S druge
strane, sjetimo se da je, po korolaru 2.4.7, L(χ, 1) , 0, pa postoji α ∈ R takav da je L(χ, 1)
u domeni grane kompleksnog logaritma lnα. Sˇtovisˇe, zbog otvorenosti domene funkcije lnα
i neprekidnosti funkcije L(χ, ·), mozˇemo odabrati 0 < r < 1 takav da je i cijeli L(χ,K(1, r))
sadrzˇan u domeni funkcije lnα. Drugim rijecˇima, funkcija
h : K(1, r)→ C, h(s) := lnα (L(χ, s)) , s ∈ K(1, r),
dobro je definirana. Naravno, h je, kao kompozicija holomorfnih funkcija, i sama holo-
morfna. Posebno, h je neprekidna, pa bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da
je odabrani r dovoljno malen da za sve s ∈ K(1, r) vrijedi |h(s) − h(1)| < 1. Odavde slijedi
da je h ogranicˇena funkcija.
Za svaki s ∈ K(1, r) ∩ M1, s obzirom da su h(s) i g(s) logaritmi istog kompleksnog
broja, vrijedi h(s) − g(s) ∈ 2piiZ =: D. Dakle, (g − h)(K(1, r) ∩ M1) ⊆ D. Kako je g − h :
K(1, r)∩M1 → C neprekidna funkcija, ona povezan skup K(1, r)∩M1 preslikava u povezan
podskup od D. No, D je diskretan, pa su jedini njegovi neprazni povezani podskupovi
jednocˇlani. Zakljucˇujemo da je g − h konstantna funkcija. Kako je h ogranicˇena, odavde
slijedi da je i g ogranicˇena na K(1, r) ∩ M1, sˇto zavrsˇava dokaz leme. 
Uvrsˇtavanjem rezultata lema 2.6.2 i 2.6.3 dobivamo
lim
s↘1
∑
p∈Pa
1
ps∑
p∈P 1ps
(2.29)
=
1
ϕ(m)
∑
χ∈Gˆm
1
χ(a)
lim
s↘1
fχ(s)∑
p∈P 1ps
=
1
ϕ(m)
11 · 1 + ∑
χ∈Gˆm\{1}
1
χ(a)
· 0
 = 1ϕ(m) .
Zakljucˇujemo da skup Pa ima analiticˇku gustoc´u i ona je jednaka 1ϕ(m) . 
2.7. ANALITICˇKA GUSTOC´A SKUPA
{
p ∈ P>2 :
(
n
p
)
= 1
}
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Dokaz teorema 2.0.2. Pretpostavimo da tvrdnja teorema ne vrijedi, tj. da je skup Pa konacˇan.
Po lemi 2.5.7, tada je d(Pa) = 0. No, po teoremu 2.6.1 vrijedi d(Pa) = 1ϕ(m) . Ovo je, na-
ravno, kontradikcija! Dakle, skup Pa je beskonacˇan. 
2.7 Analiticˇka gustoc´a skupa
{
p ∈ P>2 :
(
n
p
)
= 1
}
Ilustrirajmo jednu primjenu Dirichletova teorema. Prisjetimo se najprije definicije i svoj-
stava Legendreovih simbola.
Definicija 2.7.1. Neka je p neparan prost broj. Za n ∈ Z definiramo Legendreov simbol
(
n
p
)
:=

0, n ∈ pZ,
1, n + pZ ∈ ((Z/pZ)∗)2 ,
−1, inacˇe.
Za fiksni neparan prost broj p, funkcija (Z/pZ)∗ → C∗, n + pZ 7→
(
n
p
)
, netrivijalan je
karakter modulo p, sa slikom {−1, 1}, pa (kao direktna posljedica Prvog teorema o izomor-
fizmu grupa) vrijedi ∣∣∣∣∣∣
{
n + pZ :
(
n
p
)
= 1
}∣∣∣∣∣∣ = ϕ(p)2 = p − 12 .
Postavlja se pitanje sˇto mozˇemo, za fiksni n ∈ Z\Z2, rec´i o velicˇini skupa{
p ∈ P>2 :
(
n
p
)
= 1
}
.
Odgovor u terminima analiticˇke gustoc´e daje teorem 2.7.6. Ovdje c´emo ga dokazati kao
direktnu posljedicu teorema 2.6.1. Prisjetimo se najprije josˇ nekih poznatih rezultata iz
teorije brojeva.
Neka su ε, ω : Z\2Z→ Z zadane sa
ε(n) :=
0, n ≡ 1 (mod 4),1, n ≡ −1 (mod 4), ω(n) :=
0, n ≡ ±1 (mod 8),1, n ≡ ±3 (mod 8).
Funkcije ε i ω induciraju homomorfizme grupa (Z/4Z)∗ odnosno (Z/8Z)∗ na Z/2Z. Uz tu
interpretaciju, funkcije x 7→ (−1)ε(x) odnosno x 7→ (−1)ω(x) karakteri su modulo 4 odnosno
8.
Propozicija 2.7.2. Neka je p neparan prost broj. Vrijedi(−1
p
)
= (−1)ε(p),
(
2
p
)
= (−1)ω(p).
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Teorem 2.7.3 (Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta). Za razlicˇite neparne proste bro-
jeve p i q vrijedi (
q
p
)
= (−1)ε(p)ε(q)
(
p
q
)
. (2.32)
Teorem 2.7.4 (Kineski teorem o ostacima). Neka je n ∈ Z>0 i neka su m1,m2, . . .mn ∈
Z>0 u parovima relativno prosti. Neka su b1, b2, . . . bn ∈ Z. Tada sustav kongruencijskih
jednadzˇbi
x ≡ bk (mod mk), k = 1, 2, . . . , n,
ima rjesˇenje. Ako je x = a jedno njegovo rjesˇenje, skup svih rjesˇenja jest a + m1m2 · · ·mnZ.
Lema 2.7.5. Neka je a ∈ Z kvadratno slobodan. Tada postoji jedinstven karakter χa
modulo m := 4|a| takav da za svaki prost broj p koji ne dijeli m vrijedi
χa(p) =
(
a
p
)
.
Vrijedi χ2a = 1. Takoder, χa , 1 ako a , 1.
Dokaz. Kako je svaki karakter modulo m potpuno odreden svojim vrijednostima u prostim
brojevima koji ne dijele m, postoji najvisˇe jedan karakter χa s trazˇenim svojstvom, i nuzˇno
je χa ((Z/mZ)∗) ⊆ {±1}, pa je χ2a = 1.
Pretpostavimo da je a = p1 p2 · · · pk, gdje je k ∈ Z≥0, a p1, p2, . . . , pk su neparni prosti
brojevi. Trazˇimo karakter χa takav da za svaki prost broj p koji ne dijeli m vrijedi
χa(p) =
(
a
p
)
=
(
p1
p
)
· · ·
(
pk
p
)
(2.32)
= (−1)ε(p) ∑kj=1 ε(p j)
(
p
p1
)
· · ·
(
p
pk
)
= (−1)ε(p)ε(a)
(
p
p1
)
· · ·
(
p
pk
)
.
Jasno je da je
χ : (Z/mZ)∗ → C, χ(n + mZ) := (−1)ε(n)ε(p1···pk)
(
n
p1
)
· · ·
(
n
pk
)
, n ∈ Z, (n,m) = 1,
jedan takav karakter. Takoder, ako je a , 1, tj. k > 1, vrijedi χ , 1. Naime, odaberemo li
r ∈ Z takav da je
(
r
p1
)
= −1, po Kineskom teoremu o ostacima (teorem 2.7.4) postoji x ∈ Z
takav da je
x ≡ r (mod p1) i x ≡ 1 (mod 4p2 · · · pk).
Ocˇito je χ(x) = −1.
U slucˇajevima a = 2p1 · · · pk, a = −p1 · · · pk odnosno a = −2p1 · · · pk, analogni ar-
gumenti (uz primjenu propozicije 2.7.2) pokazuju da je (−1)ωχ, (−1)εχ odnosno (−1)ε+ωχ
karakter s trazˇenim svojstvima, i da nije identicˇki jednak 1. 
2.7. ANALITICˇKA GUSTOC´A SKUPA
{
p ∈ P>2 :
(
n
p
)
= 1
}
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Teorem 2.7.6. Neka je a ∈ Z\Z2. Skup
S a :=
{
p ∈ P>2 :
(
a
p
)
= 1
}
ima analiticˇku gustoc´u 12 .
Dokaz. Neka su x, y ∈ Z takvi da je a = x2y, a y je kvadratno slobodan. Kako je a ∈ Z\Z2,
vrijedi y , 1, a ocˇito je S a ⊆ S y i skup S y\S a je konacˇan (podskup je skupa prostih
brojeva koji dijele a, a ne dijele y). Slijedi (lema 2.5.7, napomena 2.5.3.(b)) da skup S a ima
analiticˇku gustoc´u ako i samo ako skup S y ima analiticˇku gustoc´u, i u tom su slucˇaju one
jednake. Prema tome, tvrdnju je dovoljno dokazati u slucˇaju kad je a kvadratno slobodan
cijeli broj , 1. Uz oznake leme 2.7.5, tada imamo
S a = {p ∈ P : p + mZ ∈ Ker χa} =
⋃
C∈Ker χa
(C ∩ P),
i vrijedi χ2a = 1 i χa , 1. Dakle, χa ima dvocˇlanu sliku, {−1, 1}, pa, po Prvom teoremu o
izomorfizmu grupa, vrijedi |Ker χa| = ϕ(m)2 . Prema tome, S a je disjunktna unija ϕ(m)2 sku-
pova od kojih svaki, po teoremu 2.0.2, ima analiticˇku gustoc´u 1
ϕ(m) . Slijedi (vidi napomenu
2.5.3.(b))
d(S a) =
ϕ(m)
2
· 1
ϕ(m)
=
1
2
. 

Poglavlje 3
Modularne forme
3.1 Modularna grupa
Promotrimo djelovanje grupe
SL2(Z) := {A ∈ M2(Z) : det A = 1}
na gornju kompleksnu poluravninu
H := {z ∈ C : Im z > 0}
zadano sa
gz :=
az + b
cz + d
, g =
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z), z ∈ H.
Prije svega, primijetimo da za svaki izbor g i z vrijedi cz + d , 0 i
Im gz =
(ad − bc) Im z
|cz + d|2 =
Im z
|cz + d|2 > 0
pa je definicija dobra. Lako se provjeri i da je ovo stvarno djelovanje grupe, tj. da vrijedi
Iz = z, (g1g2)z = g1(g2z), z ∈ H, g1, g2 ∈ SL2(Z).
Uocˇimo da g ∈ SL2(Z) zadovoljava
gz = z, z ∈ H,
ako i samo ako je g ∈ {I,−I}. (Naime, uvrstimo li u ovu formulu z = i i z = 2i, dobivamo
a = d i b = −c = −4c, odakle slijedi da je nuzˇno b = c = 0 i, zbog ad−bc = 1, a = d = ±1,
tj. g = ±I. S druge strane, I i −I ocˇito zadovoljavaju formulu za sve z ∈ H.) Dakle, za
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svaki g ∈ SL2(Z) elementi g i −g grupe SL2(Z) na sve elemente poluravnine H djeluju na
isti nacˇin, pa djelovanje grupe SL2(Z) inducira djelovanje grupe
G := SL2(Z)/{±I},
i to je djelovanje vjerno, tj. preslikavanje koje elementu g ∈ G pridruzˇuje funkciju z 7→ gz
injektivno je.
Definicija 3.1.1. Grupu G zovemo modularnom grupom.
U nastavku c´emo elemente grupe G oznacˇavati istim simbolima kao njihove predsta-
vnike u SL2(Z), tj. umjesto {±g} pisat c´emo jednostavno g (ili, ekvivalentno, −g).
Oznacˇimo
S :=
(
0 −1
1 0
)
, T :=
(
1 1
0 1
)
.
Za z ∈ H vrijedi
S z = −1
z
, Tz = z + 1.
Pokazat c´emo da S i T generiraju grupu G. Mozˇe se pokazati da je
〈
S ,T ; S 2, (S T )3
〉
prezentacija grupe G.
Definicija 3.1.2. Skup
D :=
{
z ∈ H : |Re z| ≤ 1
2
, |z| ≥ 1
}
zovemo fundamentalnom domenom djelovanja grupe G.
Na ovako smjelom imenu skup D mozˇe zahvaliti tvrdnjama (i) i (ii) sljedec´eg teorema.
Teorem 3.1.3. (i) Za svaki z ∈ H postoji g ∈ G takav da je gz ∈ D, tj. D sadrzˇi predstav-
nike svih orbita djelovanja grupe G.
(ii) Medusobno razlicˇiti z1, z2 ∈ D nalaze se u istoj orbiti djelovanja grupe G, tj. postoji
g ∈ G takav da je gz1 = z2, ako i samo ako vrijedi jedno od sljedec´eg:
(a) |Re z1| = 12 i z2 = z1 ± 1;
(b) |z1| = 1 i z2 = − 1z1 .
(iii) Jedini elementi skupa D s netrivijalnim stabilizatorima u G su:
(a) ρ := e
2pii
3 sa stabilizatorom {I, S T, (S T )2};
(b) −ρ = e pii3 sa stabilizatorom {I,TS , (TS )2};
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ρ −ρ
−1 0 1
D T DT−1D
S DT−1S D TS D
Slika 3.1: Fundamentalna domena D i njene transformacije elementima grupe G
(c) i sa stabilizatorom {I, S }.
(iv) Grupa G generirana je sa S i T .
Dokaz. (i) Neka je G′ podgrupa grupe G generirana sa S i T . Neka je z ∈ H. Pokazat
c´emo da postoji g ∈ G′ takav da je gz ∈ D.
Odaberimo g′ =
(
a b
c d
)
∈ G′ takav da je Im(g′z) = Im z|cz+d|2 najvec´i moguc´i. Da takav g′
postoji, slijedi iz geometrijski ocˇite cˇinjenice da je za svaki M > 0 skup{
(c, d) ∈ Z2\{(0, 0)} : Im z|cz + d|2 ≥ M
}
=
(c, d) ∈ Z2\{(0, 0)} : |cz + d| ≤
√
Im z
M

konacˇan, pa je i Im(G′z) ∩ [M,+∞〉 konacˇan. Za dovoljno malen M taj je skup i neprazan
pa ima najvec´i element y0, i jasno je da je svaki g1 ∈ G′ takav da je Im(g1z) = y0 dobar
izbor za g′.
Odaberimo sada n ∈ Z takav da je Re(T ng′z) = Re(g′z) + n ∈
[
−12 , 12
]
. Tvrdimo da je
T ng′z ∈ D, tj. da vrijedi i |T ng′z| ≥ 1. Zaista, kad bi bilo |T ng′z| < 1, imali bismo
Im(S T ng′z) =
Im(T ng′z)
|T ng′z|2 > Im(T
ng′z) = Im(g′z),
sˇto je u kontradikciji s izborom g′. Dakle, za g := T ng′ ∈ G′ vrijedi gz ∈ D.
(ii), (iii) Da bismo pokazali (ii) i (iii), nadimo sve parove (g, z) ∈ (G\{I}) × D takve da
je gz ∈ D, tj. sve trojke (g, z, gz) ∈ (G\{I}) × D × D. Primijetimo da je dovoljno pronac´i
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samo one trojke koje zadovoljavaju i Im(gz) ≥ Im z, tj. |cz + d|2 ≤ 1; preostale su trojke
onda oblika (g−1, gz, z).
Kako je 1 ≥ |cz + d|2 ≥ c2(Im z)2 ≥ 34c2, vidimo da je moguc´e samo c ∈ {−1, 0, 1}.
Ako je c = 0, imamo 1 = ad − bc = ad, pa je a = d = ±1, odakle slijedi da je g = T n
za neki n ∈ Z\{0}. Geometrijski je jasno da su jedine translacije za cijeli broj n ∈ Z\{0}
koje ne prebacuju sve z ∈ D u H\D translacije za ±1. Preciznije, u slucˇaju c = 0 jedine su
trojke (g, z, gz) s trazˇenim svojstvom
(T, z, z + 1), Re z = −1
2
, i
(
T−1, z, z − 1
)
, Re z =
1
2
.
U slucˇaju c = 1 imamo 1 = ad − bc = ad − b pa za sve w ∈ H vrijedi gw = aw+bw+d =
a(w+d)−(ad−b)
w+d = a− 1w+d , dakle g = T aS T d. Takoder vrijedi 1 ≥ |cz+d| = |z+d| ≥ |Re(z + d)| ≥|d| − |Re z| ≥ |d| − 12 , tj. |d| ≤ 32 , pa je nuzˇno d ∈ {−1, 0, 1}.
(1) Ako je d = 0, iz 1 ≥ |cz + d| = |z| ≥ 1 vidimo da je nuzˇno z ∈ S (0, 1) ∩ D, pa je i
−1z = −z ∈ S (0, 1) ∩ D; zato, da bi bilo gz = a − 1z ∈ D, mora vrijediti a ∈ {−1, 0, 1}.
Raspisivanjem svakog od slucˇajeva dobivamo trojke(
S , z,−1
z
)
, |z| = 1, (TS ,−ρ,−ρ) i
(
T−1S = (S T )2, ρ, ρ
)
.
(2) Ako je d = 1, imamo 1 ≥ |cz + d|2 = |z + 1|2 = (Re z + 1)2 + (Im z)2 ≥ 14 + 34 = 1, dakle
svuda zapravo vrijede jednakosti, pa je nuzˇno z = −12 +
√
3
2 i = ρ. Slijedi gz = a− 1z+d =
a − 11+ρ = a + ρ, sˇto je u D ako i samo ako je a ∈ {0, 1}. Dakle, ovaj slucˇaj daje trojke
(S T, ρ, ρ) i (TS T, ρ,−ρ).
(3) Ako je d = −1, analogno kao u (2) dobivamo da je nuzˇno z = −ρ, i dobivamo trojke
(T−1S T−1,−ρ, ρ) i (S T−1,−ρ,−ρ).
Napokon, slucˇaj c = −1 zapravo je slucˇaj c = 1, s obzirom da u G vrijedi(
a b
−1 d
)
=
(−a −b
1 −d
)
.
Grupiranjem svih dobivenih trojki kod kojih je z , gz, odnosno onih kod kojih je z = gz,
dobivamo tvrdnje (ii) odnosno (iii).
(iv) Neka je g ∈ G. Zˇelimo pokazati da je g ∈ G′. Oznacˇimo z := g(2i). Prema dokazu
tvrdnje (i), postoji g′ ∈ G′ takav da je g′z ∈ D, tj. da je (g′g)(2i) ∈ D. Prema (ii) i (iii), to je
moguc´e samo ako je g′g = I, odakle slijedi da je g = g′−1, pa je posebno g ∈ G′. 
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Kvocijent H/G i resˇetke u C
Fundamentalna domena D predstavlja prirodan geometrijski prikaz kvocijenta H/G djelo-
vanja grupe G na H. Josˇ jedan koristan prikaz kvocijenta H/G dobit c´emo promatranjem
skupa svih resˇetki u C.
Definicija 3.1.4. Neka su ω1, ω2 ∈ C linearno nezavisni nad R. Podgrupu
Γ(ω1, ω2) := Zω1 + Zω2
od C zovemo resˇetkom u C.
Resˇetka Γ(ω1, ω2) slobodna je Abelova grupa s bazom {ω1, ω2} (koja je ujedno baza
realnog vektorskog prostora C). Oznacˇimo saR skup svih resˇetki u C i neka je
M :=
{
(ω1, ω2) ∈ C : Im ω1
ω2
> 0
}
.
Uocˇimo da se svaka resˇetka u Cmozˇe zapisati u obliku Γ(ω1, ω2) sa (ω1, ω2) ∈ M. (Naime,
za resˇetku Γ(ω′1, ω
′
2) = Γ(ω
′
2, ω
′
1) tocˇno jedan od brojeva
ω′1
ω′2
i ω
′
2
ω′1
ima strogo pozitivan
imaginarni dio.) Dakle, funkcija
F : M → R, F(ω1, ω2) := Γ(ω1, ω2), (ω1, ω2) ∈ M,
jest surjekcija.
Lema 3.1.5. Za (ω1, ω2), (ω′1, ω
′
2) ∈ M vrijedi
Γ(ω1, ω2) = Γ(ω′1, ω
′
2)
ako i samo ako postoji
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) takva da je(
ω′1
ω′2
)
=
(
a b
c d
) (
ω1
ω2
)
. (3.1)
Dokaz. Kako su Γ(ω1, ω2) i Γ(ω′1, ω
′
2) slobodne Abelove grupe s bazama {ω1, ω2} i {ω′1, ω′2},
te su grupe jednake ako i samo ako postoji matrica
(
a b
c d
)
s cjelobrojnim koeficijentima i
determinantom ±1 takva da vrijedi (3.1). Medutim, (3.1) povlacˇi
Im
ω′1
ω′2
= Im
aω1
ω2
+ b
cω1
ω2
+ d
=
ad − bc∣∣∣∣cω1ω2 + d∣∣∣∣2 Im
ω1
ω2
, (3.2)
za sˇto je nuzˇno ad − bc > 0, dakle slucˇaj determinante −1 nije moguc´. Slijedi tvrdnja. 
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Neka grupa (C∗, ·) djeluje naR sa
λΓ(ω1, ω2) := Γ(λω1, λω2), λ ∈ C∗, (ω1, ω2) ∈ M. (3.3)
Teorem 3.1.6. Funkcija R : H/G → R/C∗,
Gz
R7−→ C∗ Γ(z, 1), z ∈ H,
dobro je definirana bijekcija. Dakle, kvocijent H/G na prirodan se nacˇin identificira sa
skupom resˇetki u C definiranih do na homotetiju.
Dokaz. Za z1, z2 ∈ H, koristec´i lemu 3.1.5, imamo
C∗Γ(z1, 1) = C∗Γ(z2, 1) ⇔ Γ(z1, 1) = Γ(λz2, λ) za neki λ ∈ C∗
⇔
(
z1
1
)
=
(
a b
c d
) (
λz2
λ
)
za neke λ ∈ C∗ i
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z)
⇔ z1 = az2 + bcz2 + d za neki
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z)
⇔ Gz1 = Gz2.
Odatle slijedi da je R dobro definirana injekcija. Kako je F surjekcija, a za svaki (ω1, ω2) ∈
M vrijedi
C∗Γ(ω1, ω2) = C∗Γ
(
ω1
ω2
, 1
)
= R
(
G
ω1
ω2
)
,
R je i surjekcija. Dakle, R je bijekcija. 
3.2 Modularne funkcije i modularne forme
Definicija 3.2.1. Neka je k ∈ Z. Za meromorfnu funkciju f : H → C koja zadovoljava
f (z) =
1
(cz + d)2k
f
(
az + b
cz + d
)
, g =
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z), z ∈ H, (3.4)
kazˇemo da je slabo modularna funkcija tezˇine 2k.
Kako je djelovanje grupe G na H vjerno, njene elemente g ∈ G mozˇemo identificirati s
funkcijama H → C, z 7→ gz. Uz tu identifikaciju, primijetimo da je za svaki g ∈ G
g′(z) =
1
(cz + d)2
, z ∈ H,
pa relaciju (3.4) mozˇemo ekvivalentno zapisati u obliku
f (z) = g′(z)k f (gz). (3.5)
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Lema 3.2.2. Neka je k ∈ Z. Meromorfna funkcija f : H → C slabo je modularna funkcija
tezˇine 2k ako i samo ako vrijedi
f (z + 1) = f (z) i f
(
−1
z
)
= z2k f (z), z ∈ H. (3.6)
Dokaz. Neka je f : H → C meromorfna funkcija. Oznacˇimo sa G0 skup svih g ∈ G koji
relaciju (3.4), tj. (3.5), zadovoljavaju za sve z ∈ H. Primijetimo da su relacije (3.6) posebni
slucˇajevi relacije (3.4), za g = T odnosno g = S , pa je za dokaz leme potrebno pokazati
samo da S ,T ∈ G0 povlacˇi G ⊆ G0.
Uocˇimo da je G0 podgrupa grupe G: ocˇito je I ∈ G0; za g1, g2 ∈ G0 imamo, po (3.5),
f (z) = g′2(z)
k f (g2z) = g′2(z)
k g′1(g2z)
k f (g1g2z) = (g1g2)′(z)k f (g1g2z), z ∈ H,
dakle g1g2 ∈ G0; napokon, ako je g ∈ G0, iz (3.5) dobivamo da je
f (gz) =
(
1
g′(z)
)k
f (z) = (g−1)′(gz)k f (g−1gz), z ∈ H,
sˇto supstitucijom w := gz prelazi u
f (w) = (g−1)′(w)k f (g−1w), w ∈ H,
pa je i g−1 ∈ G0. Zato, ako su T, S ∈ G0, G0 sadrzˇi i podgrupu od G generiranu sa S i T , a
to je, po teoremu 3.1.3.(iv), cijela grupa G. Slijedi tvrdnja. 
Prva relacija u (3.6) govori da su sve slabo modularne funkcije periodicˇne s periodom
1. Takve funkcije f : H → C potpuno su odredene svojim ponasˇanjem na vertikalnoj pruzi〈
−12 , 12
]
× 〈0,+∞〉. Zamjena varijabli z 7→ e2piiz tu prugu bijektivno transformira u probusˇen
krug K×(0, 1), tako da intervali
〈
−12 , 12
]
× {y}, za y > 0, prelaze u kruzˇnice S (0, e−2piy).
Radijus odgovarajuc´e kruzˇnice strogo je padajuc´a funkcija od y, i pada prema 0 kad y ↗
+∞, tako da se, ako postoji limIm z→+∞ f (z), odgovarajuc´a funkcija f˜ : K×(0, 1) → C
neprekidno prosˇiruje u 0 vrijednosˇc´u tog limesa. Ako je to prosˇirenje meromorfna funkcija,
Laurentov razvoj funkcije f˜ u okolini 0 zapravo c´e biti Fourierov razvoj funkcije f . Uz ovu
motivaciju, uvedimo precizno odgovarajuc´e pojmove i rezultate.
Lema 3.2.3. Neka je f : H → C meromorfna funkcija koja je periodicˇna s periodom 1.
Tada postoji jedinstvena meromorfna funkcija f˜ : K×(0, 1)→ C takva da je
f (z) = f˜
(
e2piiz
)
, z ∈ H. (3.7)
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Dokaz. Kako je za z = x + iy, x, y ∈ R,
e2piiz = e−2piye2piix,
ocˇito je slika poluravnine H po funkciji z 7→ e2piiz probusˇen krug K×(0, 1). Nadalje, kako je
za z1, z2 ∈ C
e2piiz1 = e2piiz2 ⇔ z1 − z2 ∈ Z,
a f je periodicˇna s periodom 1 pa z1−z2 ∈ Z povlacˇi f (z1) = f (z2), zakljucˇujemo da postoji
jedinstvena funkcija f˜ : K×(0, 1)→ C takva da vrijedi (3.7).
Preostaje pokazati da je f˜ meromorfna funkcija. U tu svrhu, primijetimo da pravilo
z 7−→ e2piiz definira holomorfnu bijekciju
〈
−12 , 12
〉
×〈0,+∞〉 → K×(0, 1)\R<0 s holomorfnim
inverzom w 7→ 12pii Ln w, dakle vrijedi
f˜ (w) = f
(
1
2pii
Ln w
)
, w ∈ K×(0, 1)\R<0.
Slicˇno se dobije i da vrijedi
f˜ (w) = f
(
1
2pii
ln0 w
)
, w ∈ K×(0, 1)\R>0.
Dakle, f˜ je lokalno kompozicija holomorfne bijekcije s holomorfnim inverzom i meromor-
fne funkcije pa je, po lemi 1.1.50, meromorfna funkcija. 
Definicija 3.2.4. Neka je f : H → C meromorfna funkcija koja je periodicˇna s periodom
1. Ako se funkcija f˜ : K×(0, 1) → C prosˇiruje do meromorfne funkcije na K(0, 1), kazˇemo
da je f meromorfna u beskonacˇnosti i definiramo
ν∞( f ) := ν0( f˜ ).
Ako je 0 uklonjiv singularitet funkcije f˜ , kazˇemo da je f holomorfna u beskonacˇnosti i
definiramo vrijednost funkcije f u beskonacˇnosti sa
f (∞) := lim
q→0
f˜ (q).
Definicija 3.2.5. Neka je k ∈ Z. Slabo modularnu funkciju f : H → C tezˇine 2k koja je
meromorfna u beskonacˇnosti zovemo modularnom funkcijom tezˇine 2k.
Definicija 3.2.6. Neka je k ∈ Z. Modularnu funkciju f : H → C tezˇine 2k koja je holo-
morfna na H i holomorfna u beskonacˇnosti zovemo modularnom formom tezˇine 2k. Ako
je uz to f (∞) = 0, f zovemo kusp formom tezˇine 2k.
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Ako je f modularna forma i
∑∞
n=0 anz
n Taylorov red prosˇirenja funkcije f˜ oko 0, vrijedi
f (z) =
∞∑
n=0
ane2piinz, z ∈ H, f (∞) = a0.
Obratno, ako je f : H → C takva da za neki red potencija ∑∞n=0 anzn (s radijusom konver-
gencije ≥ 1) vrijedi
f (z) =
∞∑
n=0
ane2piinz, z ∈ H,
tj. vrijedi
f (z) = f˜
(
e2piiz
)
, z ∈ H,
gdje je f˜ : K(0, 1) → C holomorfna funkcija definirana redom potencija ∑∞n=0 anzn, tada
je f ocˇito holomorfna na H, holomorfna u beskonacˇnosti i periodicˇna s periodom 1, tj.
zadovoljava relaciju f (Tz) = f (z) za sve z ∈ H. Ako za neki k ∈ Z vrijedi i f (S z) = z2k f (z)
za sve z ∈ H, po lemi 3.2.2 f je modularna forma tezˇine 2k. Time smo dokazali sljedec´u
propoziciju.
Propozicija 3.2.7. Neka je k ∈ Z. Funkcija f : H → C modularna je forma tezˇine 2k ako
i samo ako vrijede sljedec´e tvrdnje:
(i) Postoji red potencija
∑∞
n=0 anz
n takav da je
f (z) =
∞∑
n=0
ane2piinz, z ∈ H.
(ii) Vrijedi
f
(
−1
z
)
= z2k f (z), z ∈ H.
Modularne funkcije kao funkcije naR
U ovom odjeljku nastavljamo graditi vezu izmedu djelovanja grupe G na H i skupa R,
temeljenu na “dobrom” ponasˇanju baza resˇetki u C u odnosu na djelovanje grupe SL2(Z)
(lema 3.1.5), i to na razini modularnih funkcija.
Definicija 3.2.8. Neka je k ∈ Z. Za funkciju F : R → C koja zadovoljava
F(λΓ) = λ−2kF(Γ), λ ∈ C∗, Γ ∈ R,
kazˇemo da je tezˇine 2k.
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Propozicija 3.2.9. Neka je k ∈ Z. Relacija
F(Γ(ω1, ω2)) = ω−2k2 f
(
ω1
ω2
)
, (ω1, ω2) ∈ M, (3.8)
uspostavlja bijekciju izmedu skupa svih funkcija F : R → C tezˇine 2k i skupa svih funkcija
f : H → C za koje vrijedi
f (z) =
1
(cz + d)2k
f
(
az + b
cz + d
)
,
(
a b
c d
)
∈ G, z ∈ H. (3.9)
Dokaz. Neka je F : R → C funkcija tezˇine 2k. Imamo
F(Γ(ω1, ω2)) = ω−2k2 F
(
Γ
(
ω1
ω2
, 1
))
, (ω1, ω2) ∈ M,
pa iz (3.8) vidimo da je jedini kandidat za odgovarajuc´u funkciju f funkcija
f : H → C, f (z) := F(Γ(z, 1)), z ∈ H.
Ona zadovoljava i (3.9): imamo
f (z) = F(Γ(z, 1))
= F (Γ (az + b, cz + d)) (po lemi 3.1.5)
=
1
(cz + d)2k
F
(
Γ
(
az + b
cz + d
, 1
))
(jer je F tezˇine 2k)
=
1
(cz + d)2k
f
(
az + b
cz + d
)
,
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z), z ∈ H.
Time smo pokazali da za danu funkciju F : R → C tezˇine 2k postoji jedinstvena funkcija
f : H → C takva da vrijede (3.8) i (3.9).
Obratno, neka je f : H → C takva da vrijedi (3.9). Da bi vrijedilo (3.8), odgovarajuc´a
funkcija F mora biti
F : R → C, F(Γ(ω1, ω2)) := ω−2k2 f
(
ω1
ω2
)
, (ω1, ω2) ∈ M.
Iz leme 3.1.5 vidimo da je, da bismo pokazali da je F dobro definirana, dovoljno provjeriti
da za (ω1, ω2) ∈ M i
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) vrijedi
ω−2k2 f
(
ω1
ω2
)
= (cω1 + dω2)−2k f
(
aω1 + bω2
cω1 + dω2
)
,
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tj., mnozˇenjem sa ωk2, da je
f
(
ω1
ω2
)
=
1(
cω1
ω2
+ d
)2k f aω1ω2 + bcω1
ω2
+ d
 ,
sˇto vrijedi jer po pretpostavci f zadovoljava (3.9). Imamo i
F(λΓ(ω1, ω2)) = F(Γ(λω1, λω2)) = (λω2)−2k f
(
ω1
ω2
)
= λ−2kF(ω1, ω2)
za sve λ ∈ C∗ i (ω1, ω2) ∈ M, dakle F je tezˇine 2k. Time smo pokazali da za danu funkciju
f : H → C koja zadovoljava (3.9) postoji jedinstvena funkcija F : R → C tezˇine 2k takva
da vrijedi (3.8).
Zakljucˇujemo da vrijedi tvrdnja propozicije. 
3.3 Eisensteinov red
Lema 3.3.1. Neka je k ∈ 12Z≥3. Red
Gk(z) :=
∑′
m,n
1
(mz + n)2k
,
pri cˇemu
∑′
m,n
oznacˇava sumaciju po (m, n) ∈ Z2\{(0, 0)}, konvergira apsolutno na H.
Dokaz. Neka je z ∈ H. Neka je Γ := Γ(z, 1). Primijetimo da je
Gk(z) =
∑
ω∈Γ\{0}
1
ω2k
.
Neka je, za j ∈ Z>0, P j paralelogram s vrhovima j(1 + z), j(−1 + z), j(−1 − z) i j(1 − z).
Oznacˇimo sa rz udaljenost ishodisˇta od pravca kroz tocˇke 1−z i 1+z (slika 3.2). rz je duljina
visine paralelograma s vrhovima 0, 1, 1 + z i z. Racˇunanjem povrsˇine tog paralelograma
kao produkta stranice i pripadne visine na dva nacˇina, dolazimo do formule
rz =
Im z
|z| . (3.10)
Stavimo
Rz := min
w∈∂P1
|w| = d(0, ∂P1) = min{rz, Im z} > 0.
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rz
z
∂P1
∂P2
Slika 3.2: Particija skupa Γ\{0} pomoc´u paralelograma P j, j ∈ Z>0
Kako su paralelogrami P j slike paralelograma P1 po homotetiji s centrom 0 i koeficijentom
j, vrijedi
min
w∈∂P j
|w| = j min
w∈∂P1
|w| = jRz, j ∈ Z>0. (3.11)
Skupovi A j := ∂P j∩Γ, j ∈ Z>0, cˇine particiju skupa Γ\{0} (slika 3.2). Pritom odgovarajuc´a
particija skupa Z2\{(0, 0)} na skupove
B j :=
{
(m, n) ∈ Z2\{(0, 0)} : mz + n ∈ A j
}
, j ∈ Z>0,
ne ovisi o izboru z ∈ H, i vrijedi
|B j| = |A j| = (2 j + 1)2 − (2 j − 1)2 = 8 j, j ∈ Z>0.
Imamo ∑
ω∈Γ\{0}
∣∣∣∣∣ 1ω2k
∣∣∣∣∣ = ∞∑
j=1
∑
ω∈A j
1
|ω|2k
(3.11)≤
∞∑
j=1
∑
ω∈A j
1
( jRz)2k
=
∞∑
j=1
8 j
( jRz)2k
=
=
8
R2kz
∞∑
j=1
1
j2k−1
=
8ζ(2k − 1)
R2kz
< ∞,
dakle red Gk(z) konvergira apsolutno. 
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Oznacˇimo S := (Z>0 × Z) ∪ ({0} × Z>0). Zbog bezuvjetne konvergencije reda Gk na H,
vrijedi
Gk(z) =
∑
(m,n)∈S
(
1
(mz + n)2k
+
1
(−mz − n)2k
)
, z ∈ H,
pa je u slucˇaju k ∈ 12 + Z≥1, tj. kad je 2k neparan, Gk = 0 na H. Zato c´emo u nastavku
gledati samo slucˇaj k ∈ Z≥2.
Lema 3.3.2. Neka je k ∈ Z≥2. Funkcija Gk : H → C je 1-periodicˇna.
Dokaz. Za z ∈ H, s obzirom da red Gk konvergira apsolutno na H (lema 3.3.1), imamo
Gk(z + 1) =
∑′
m,n
1
(mz + m + n)2k
=
∑
n∈Z\{0}
1
n2k
+
∑
m∈Z\{0}
∑
n∈Z
1
(mz + m + n)2k
,
sˇto, supstitucijom n 7→ n − m u unutarnjim sumama, prelazi u
Gk(z + 1) =
∑
n∈Z\{0}
1
n2k
+
∑
m∈Z\{0}
∑
n∈Z
1
(mz + n)2k
=
∑′
m,n
1
(mz + n)2k
= Gk(z),
dakle Gk je 1-periodicˇna. 
Lema 3.3.3. Neka je k ∈ Z≥2. Red Gk konvergira normalno na poluravninama Hε :=
R × [ε,+∞〉, ε > 0. Funkcija Gk : H → C je holomorfna.
Dokaz. Neka je ε > 0. Zahvaljujuc´i 1-periodicˇnosti funkcije Gk, da bismo dokazali da
red Gk konvergira normalno na Hε, dovoljno je pokazati da konvergira normalno na skupu
S ε :=
[
−12 , 12
]
× [ε,+∞〉. Uz oznake iz dokaza leme 3.3.1, za sve z = (x, y) ∈ S ε vrijedi
rz
(3.10)
=
y√
x2 + y2
=
1√
x2
y2 + 1
≥ 1√
1
4ε2 + 1
=
ε√
1
4 + ε
2
(3.10)
= r 1
2 +εi
pa je
Rz = min{rz, Im z} ≥ min
{
r− 12 +εi, ε
}
=: R > 0, z ∈ S ε.
Koristec´i particiju {B j, j ∈ Z>0} skupa Z2\{(0, 0)} iz dokaza leme 3.3.1, dobivamo da za
j ∈ Z>0 i (m, n) ∈ B j vrijedi∣∣∣∣∣ 1(mz + n)2k
∣∣∣∣∣ ≤ 1( jRz)2k ≤ 1( jR)2k , z ∈ Hε,
odakle, zbog
∞∑
j=1
∑
(m,n)∈B j
1
( jR)2k
=
∞∑
j=1
8 j
( jR)2k
=
8ζ(2k − 1)
R2k
< ∞,
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zakljucˇujemo da red Gk konvergira normalno na S ε.
Dakle, red Gk konvergira normalno na poluravninama Hε := R × [ε,+∞〉, ε > 0.
Zato konvergira normalno i na svakom kompaktu u H. Odavde, s obzirom da su funkcije
z 7→ 1(mz+n)2k , (m, n) ∈ Z2\{0}, holomorfne na H, po propoziciji 1.1.25 i korolaru 1.1.26.(iii)
slijedi da je funkcija Gk holomorfna na H. 
Lema 3.3.4. Neka je k ∈ Z≥2. Funkcija Gk : H → C holomorfna je u beskonacˇnosti i
vrijedi Gk(∞) = 2ζ(2k).
Dokaz. Trebamo pokazati da je
lim
Im z→+∞
Gk(z) = 2ζ(2k). (3.12)
To je prirodno ocˇekivati, s obzirom da je
lim
Im z→+∞
1
(mz + n)2k
=
 1n2k , ako je m = 0,0, ako je m , 0, (m, n) ∈ Z2\{(0, 0)},
pa vrijedi ∑′
m,n
lim
Im z→+∞
1
(mz + n)2k
= 2ζ(2k). (3.13)
Definirajmo, za (m, n) ∈ Z2\{(0, 0)},
fm,n : H → C, fm,n(z) := 1(mz + n)2k , z ∈ H.
Neka je σ proizvoljna bijekcija Z>0 → Z2\{(0, 0)}. Imamo
Gk(z) =
∞∑
n=1
fσn(z), z ∈ H.
Neka je ε > 0. Upravo smo pokazali da red Gk konvergira normalno na H1 (lema 3.3.3),
pa postoji N1 ∈ Z>0 takav da za N ≥ N1 vrijedi∣∣∣∣∣∣∣Gk(z) −
N∑
n=1
fσn(z)
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=N+1
∣∣∣ fσn(z)∣∣∣ < ε3 , z ∈ H1.
Zbog (3.13), postoji N2 ∈ Z>0 takav da za N ≥ N2 vrijedi∣∣∣∣∣∣∣
N∑
n=1
lim
Im z→+∞
fσn(z) − 2ζ(2k)
∣∣∣∣∣∣∣ < ε3 .
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Neka je N0 := max{N1,N2}. Neka je y ≥ 1 takav da za svaki n ∈ {1, 2, . . . ,N0} vrijedi∣∣∣∣∣ fσn(z) − limIm z→+∞ fσn(z)
∣∣∣∣∣ < ε3N0 , Im z > y.
Tada za Im z > y vrijedi
|Gk(z) − 2ζ(2k)| ≤
≤
∣∣∣∣∣∣∣Gk(z) −
N0∑
n=1
fσn(z)
∣∣∣∣∣∣∣ +
N0∑
n=1
∣∣∣∣∣ fσn(z) − limIm z→+∞ fσn(z)
∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
N0∑
n=1
lim
Im z→+∞
fσn(z) − 2ζ(2k)
∣∣∣∣∣∣∣ <
<
ε
3
+ N0
ε
3N0
+
ε
3
= ε.
Dakle, vrijedi (3.12). 
Teorem 3.3.5. Neka je k ∈ Z≥2. Funkcija Gk : H → C modularna je forma tezˇine 2k.
Dokaz. Dosad smo pokazali da Gk zadovoljava sve uvjete iz definicije modularne forme
osim uvjeta modularnosti (3.4). Za provjeru tog uvjeta, po propoziciji 3.2.9 dovoljno je
pokazati da je funkcija
F : R → C, F(Γ(ω1, ω2)) := ω−2k2 Gk
(
ω1
ω2
)
=
∑′
m,n
1
(mω1 + nω2)2k
, (ω1, ω2) ∈ M,
tezˇine 2k, tj. da vrijedi∑′
m,n
1
(m(λω1) + n(λω2))2k
= λ−2k
∑′
m,n
1
(mω1 + nω2)2k
, λ ∈ C∗,
a to je ocˇito. Time je dokaz zavrsˇen. 
Definicija 3.3.6. Za k ∈ Z≥2, modularnu formu Gk zovemo Eisensteinovim redom tezˇine
2k.
Bernoullijevi brojevi
Vidjeli smo da je Gk(∞) = 2ζ(2k), k ∈ Z>1. Postavlja se pitanje racˇunanja egzaktnih
vrijednosti zeta funkcije u parnim prirodnim brojevima. Pomalo neocˇekivano rjesˇenje tog
problema daje niz Bernoullijevih brojeva.
Definirajmo P : K(0, 2pi)→ C,
P(z) :=
 zez−1 , ako je z , 0,1, ako je z = 0, |z| < 2pi.
Kako je funkcija z 7→ zez−1 holomorfna na K×(0, 2pi), a 0 je njen uklonjiv singularitet sa
limz→0 P(z) = 1, P je holomorfna funkcija.
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Definicija 3.3.7. Elemente niza (Bn, n ∈ Z≥0), gdje je
Bn := P(n)(0), n ∈ Z≥0,
zovemo Bernoullijevim brojevima.
Razvojem funkcije P u Taylorov red oko 0 dobivamo
P(z) =
∞∑
n=0
Bn
n!
zn, |z| < 2pi. (3.14)
Lema 3.3.8. (i) Vrijedi
B0 = 1, B1 = −12 , B2n+1 = 0, n ∈ Z>0. (3.15)
(ii) Bernoullijevi brojevi zadovoljavaju rekurzivnu formulu
n∑
k=0
(
n + 1
k
)
Bk = 0, n ∈ Z>1. (3.16)
Dokaz. (i) Ocˇito je B0 = P(0) = 1. Uocˇimo da na K×(0, 2pi) vrijedi
−z = z
ez − 1 −
−z
e−z − 1 =
∞∑
n=0
Bn
n!
zn −
∞∑
n=0
Bn
n!
(−z)n =
∞∑
n=0
(1 − (−1)n) Bn
n!
zn,
odakle, po korolaru 1.1.31, slijedi da je B1 = −12 dok za neparne n ≥ 3 vrijedi Bn = 0.
(ii) Imamo
1 =
ez − 1
z
P(z)
(3.14)
=
 ∞∑
n=0
zn
(n + 1)!
  ∞∑
n=0
Bn
n!
zn
 , 0 < |z| < 2pi.
Kako su redovi na desnoj strani apsolutno konvergentni (teorem 1.1.28.(a)), slijedi (propo-
zicija 1.2.10)
1 =
∞∑
n=0
 n∑
k=0
1
(n − k + 1)!
Bk
k!
 zn, 0 < |z| < 2pi,
tj., mnozˇenjem sa (n + 1)!,
(n + 1)! =
∞∑
n=0
 n∑
k=0
(
n + 1
k
)
Bk
 zn, 0 < |z| < 2pi.
Po korolaru 1.1.31, slijedi (3.16). 
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Uvrsˇtavanjem (3.15) u (3.14) dobivamo
P(z) = 1 − z
2
+
∞∑
n=1
B2n
(2n)!
z2n, |z| < 2pi. (3.17)
Formula (3.16) omoguc´uje pak prilicˇno lagan izracˇun vrijednosti B2n za male n. Dobivamo
primjerice
B2 =
1
6
, B4 = − 130 , B6 =
1
42
, B8 = − 130 , B10 =
5
66
, B12 = − 6912730 .
Propozicija 3.3.9. Vrijedi
ζ(2n) =
(−1)n−122n−1
(2n)!
B2n pi2n, n ∈ Z>0. (3.18)
Dokaz. Propoziciju c´emo dokazati razvojem funkcije z 7→ z ctg z, na domeni K×(0, pi), u
red na dva razlicˇita nacˇina. S jedne strane, vrijedi
z ctg z = iz
eiz + e−iz
eiz − e−iz = iz
e2iz + 1
e2iz − 1 = iz
(
1 +
2
e2iz − 1
)
= iz + P(2iz) =
(3.17)
= 1 +
∞∑
n=1
B2n
(2n)!
(2iz)2n = 1 +
∞∑
n=1
(−1)n22nB2n
(2n)!
z2n. (3.19)
S druge strane, imamo
z ctg z
(1.6)
= z
1z +
∞∑
n=1
(
1
z − npi +
1
z + npi
) = 1 + 2 ∞∑
n=1
z2
z2 − (npi)2 =
= 1 − 2
∞∑
n=1
z2
(npi)2
1
1 −
(
z
npi
)2 = 1 − 2 ∞∑
n=1
∞∑
k=1
z2k
n2kpi2k
.
Primijetimo da dvostruki red na desnoj strani konvergira apsolutno:
∞∑
n=1
∞∑
k=1
∣∣∣∣∣∣ z2kn2kpi2k
∣∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1
∞∑
n=1
1
n2
∣∣∣∣∣ zpi
∣∣∣∣∣2k = ζ(2) ∞∑
k=1
∣∣∣∣∣ zpi
∣∣∣∣∣2k = ζ(2)
 1
1 − ∣∣∣ z
pi
∣∣∣2 − 1
 < ∞,
pa u njemu smijemo promijeniti poredak sumacije. Dobivamo
z ctg z = 1 − 2
∞∑
k=1
∞∑
n=1
1
n2k
z2k
pi2k
= 1 − 2
∞∑
k=1
ζ(2k)
z2k
pi2k
= 1 −
∞∑
k=1
2ζ(2k)
pi2k
z2k. (3.20)
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Po korolaru 1.1.31, iz (3.19) i (3.20) slijedi
(−1)n22nB2n
(2n)!
= −2ζ(2n)
pi2n
, n ∈ Z>0,
tj.
ζ(2n) =
(−1)n−122n−1
(2n)!
B2n pi2n, n ∈ Z>0. 
Dobivamo primjerice
ζ(2) =
pi2
6
, ζ(4) =
pi4
90
, ζ(6) =
pi6
33 · 5 · 7 , ζ(8) =
pi8
2 · 33 · 52 · 7
i, uvrsˇtavanjem u formulu Gk(∞) = 2ζ(2k),
G2(∞) = pi
4
45
, G3(∞) = 2pi
6
33 · 5 · 7 , G4(∞) =
pi8
33 · 52 · 7 . (3.21)
Razvoj funkcije Gk u Fourierov red
Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznaku
q := e2piiz, z ∈ H.
Lema 3.3.10. Neka je k ∈ Z≥2. Vrijedi∑
n∈Z
1
(z + n)k
=
(−2pii)k
(k − 1)!
∞∑
n=1
nk−1qn, z ∈ H. (3.22)
Dokaz. Iz (1.6) slijedi
pi ctg piz =
1
z
+
∞∑
n=1
(
1
z − n +
1
z + n
)
, z ∈ C\Z.
S druge strane, imamo
pi ctg piz = pii
q + 1
q − 1 = pii
(
1 +
2
q − 1
)
= pii − 2pii
∞∑
n=0
qn, z ∈ H.
Dakle, vrijedi
1
z
+
∞∑
n=1
(
1
z − n +
1
z + n
)
= pii − 2pii
∞∑
n=0
qn, z ∈ H.
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Po teoremu 1.3.1, odnosno zbog neprekidnosti funkcije z 7→ q i lokalno uniformne konver-
gencije geometrijskog reda (Taylorova reda funkcije z 7→ 11−z ) na K×(0, 1) (teorem 1.1.33),
oba reda holomorfnih funkcija u gornjoj jednakosti konvergiraju lokalno uniformno pa ih
smijemo derivirati cˇlan po cˇlan (teorem 1.1.21). Dobivamo da za k ∈ Z>0 vrijedi
(−1)k−1(k − 1)!
 1zk +
∞∑
n=1
(
1
(z − n)k +
1
(z + n)k
) = −(2pii)k ∞∑
n=1
nk−1qn, z ∈ H.
Lako se vidi da u slucˇaju k ≥ 2 red ∑∞n=1 ( 1(z−n)k + 1(z+n)k ) konvergira apsolutno, pa vrijedi i
(3.22). 
Za n ∈ Z>0 i k ∈ Z≥0, uvedimo oznaku
σk(n) :=
∑
d∈Z>0
d|n
dk.
Propozicija 3.3.11. Za k ∈ Z>0 vrijedi∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2
(2pii)2k
(2k − 1)!
∞∑
n=1
σ2k−1(n) qn, z ∈ H.
Ovdje
∑
m∈Z
∑
n∈Z ′ oznacˇava uobicˇajenu dvostruku sumu po m i n, bez cˇlana indeksiranog
sa (m, n) = (0, 0).
Dokaz. Imamo∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2
∞∑
m=1
∑
n∈Z
1
(mz + n)2k
, z ∈ H.
Primjenom formule (3.22), uz supstituciju k 7→ 2k i z 7→ mz, za svaki m ∈ Z>0, slijedi∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2
(2pii)2k
(2k − 1)!
∞∑
m=1
∞∑
n=1
n2k−1qmn, z ∈ H. (3.23)
Uocˇimo da red
∑∞
m=1
∑∞
n=1 n
2k−1qmn konvergira apsolutno za q ∈ K(0, 1): vrijedi
∞∑
m=1
∞∑
n=1
n2k−1qmn =
∞∑
n=1
n2k−1
∞∑
m=1
(qn)m =
∞∑
n=1
n2k−1
(
1
1 − qn − 1
)
=
∞∑
n=1
n2k−1
qn
1 − qn ≤
≤
∞∑
n=1
(n + 2k − 1)(n + 2k − 2) · · · (n + 1) q
n
1 − q =
=
1
1 − q
(
(2k − 1)!
(1 − q)2k − 1
)
< ∞, 0 ≤ q < 1.
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Zbog (3.23), slijedi da red
∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz+n)2k konvergira cˇak i u slucˇaju k = 1. Takoder,
na desnoj strani u (3.23) smijemo po volji mijenjati poredak sumacije. Grupiranjem po
potencijama od q dobivamo∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2
(2pii)2k
(2k − 1)!
∞∑
n=1
∑
d∈Z>0
d|n
d2k−1qn
= 2ζ(2k) + 2
(2pii)2k
(2k − 1)!
∞∑
n=1
σ2k−1(n) qn, z ∈ H. 
Korolar 3.3.12. Za k ∈ Z≥2 vrijedi
Gk(z) = 2ζ(2k) + 2
(2pii)2k
(2k − 1)!
∞∑
n=1
σ2k−1(n) qn, z ∈ H.
3.4 Prostor modularnih formi
Broj nultocˇaka i polova modularne funkcije
Propozicija 3.4.1. Neka je k ∈ Z i neka je f : H → C modularna funkcija tezˇine 2k.
Vrijedi
νgp( f ) = νp( f ), p ∈ H, g =
(
a b
c d
)
∈ G. (3.24)
Dokaz. Kako je f meromorfna funkcija, za proizvoljan n ∈ Z i funkcije z 7→ f (z)(z−p)n i
z 7→ f (z)(z−gp)n su meromorfne, pa u C postoje limesi
lim
z→p
f (z)
(z − p)n i limw→gp
f (w)
(w − gp)n .
Vrijedi
lim
w→gp
f (w)
(w − gp)n = limz→p
f (gz)
(gz − gp)n
(3.4)
= lim
z→p (cz + d)
2k f (z)
(z − p)n
(
z − p
gz − gp
)n
.
Direktnim racˇunom vidi se da je
z − p
gz − gp = (cz + d)(cp + d).
Kad to uvrstimo u gornju jednakost, dobivamo
lim
w→gp
f (w)
(w − gp)n = limz→p (cz + d)
2k+n(cp + d)n
f (z)
(z − p)n = (cp + d)
2k+2n lim
z→p
f (z)
(z − p)n
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(primijetimo da je (cp + d)2k+2n , 0). Zakljucˇujemo da je
lim
z→p
f (z)
(z − p)n ∈ C\{0} ⇔ limw→gp
f (w)
(w − gp)n ∈ C\{0}, n ∈ Z.
Odavde, po propoziciji 1.1.44.(ii), slijedi tvrdnja. 
Definicija 3.4.2. Za modularnu funkciju f : H → C, sa
νGp( f ) := νp( f ), p ∈ H,
definiramo red funkcije f u orbiti Gp ∈ H/G.
Propozicija 3.4.1 pokazuje da je definicija dobra.
Teorem 3.4.3. Neka je f : H → C modularna funkcija tezˇine 2k, f . 0. Vrijedi
ν∞( f ) +
1
2
νi( f ) +
1
3
νρ( f ) +
∑∗
p∈G/H
νp( f ) =
k
6
. (3.25)
Ovdje
∑∗
p∈G/H
oznacˇava sumaciju po svim p ∈ (G/H) \ {Gi,Gρ} za koje je νp( f ) , 0.
Napomena 3.4.4. (i) Oznacˇimo li, za p ∈ G/H, sa ep red stabilizatora (proizvoljnog
elementa od) p, po teoremu 3.1.3.(iv) formulu (3.25) mozˇemo zapisati u obliku
ν∞( f ) +
∑
p∈G/H
νp( f )
ep
=
k
6
.
(ii) Primijetimo da f iz teorema 3.4.3 u D ima samo konacˇan broj nultocˇaka i polova,
pa je suma u (3.25) konacˇna. Naime, kako je f˜ meromorfna i f˜ . 0, postoji r > 0
takav da u K×(0, r) f˜ nema nultocˇaka ni polova, tj. da u R ×
〈
1
2pi ln r,+∞
〉
f nema
nultocˇaka ni polova. Dakle, i skup polova i skup nultocˇaka funkcije f u D podskupovi
su kompakta K := D ∩
(
R ×
[
0, 12pi ln r
])
. S obzirom da je f meromorfna i f . 0,
nijedan od tih skupova nema gomilisˇte, pa su zbog kompaktnosti od K nuzˇno konacˇni.
U dokazu teorema 3.4.3 pomoc´i c´e nam sljedec´i tehnicˇki rezultat.
Lema 3.4.5. Neka je Ω otvoren skup u C i neka je f : Ω → C meromorfna funkcija s
konacˇnim skupom nultocˇaka. Neka je z0 ∈ Ω. Neka je (γr, r > 0) familija parametrizacija
kruzˇnih lukova sa sredisˇtem u z0 oblika
γr : [αr, βr]→ Ω, γr(t) := z0 + reit, t ∈ [αr, βr],
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gdje za svaki r > 0 vrijedi αr < βr i postoje
lim
r↘0
αr =: α i lim
r↘0
βr =: β.
Tada vrijedi
lim
r↘0
1
2pii
∫
γr
f ′(z)
f (z)
dz =
β − α
2pi
νz0( f ).
Dokaz. Kako f ima samo konacˇno mnogo nultocˇaka, z0 nije nultocˇka beskonacˇnog reda
funkcije f (propozicija 1.1.44.(i)), dakle n := νz0( f ) ∈ Z. Zato (propozicija 1.1.44.(ii))
postoje r > 0 i holomorfna funkcija g : K(z0,R)→ C takvi da je K(z0,R) ⊆ Ω, g(z0) , 0 i
f (z) = (z − z0)ng(z), z ∈ K×(z0,R),
Pritom, s obzirom da je skup nultocˇaka funkcije f konacˇan, R mozˇemo odabrati tako da
K×(z0,R) ne sadrzˇi nijednu nultocˇku funkcije f , tj. da g nema nultocˇaka u K(z0,R). Uz
tako odabrane R i g, vrijedi
f ′(z)
f (z)
=
n
z − z0 +
g′(z)
g(z)
, z ∈ K×(z0,R). (3.26)
Kako je f
′
f holomorfna (dakle i neprekidna) funkcija na K
×(z0,R), pa je za 0 < r < R
integral ∫
γr
f ′(z)
f (z)
dz,
definiran, iz (3.26) slijedi
1
2pii
∫
γr
f ′(z)
f (z)
dz =
n
2pii
∫
γr
1
z − z0 dz +
1
2pii
∫
γr
g′(z)
g(z)
dz, 0 < r < R. (3.27)
Raspisom prvog pribrojnika na desnoj strani ove jednakosti po definiciji integrala po putu,
dobivamo
n
2pii
∫
γr
1
z − z0 dz =
n
2pii
∫ βr
αr
1
(z0 + reit) − z0 ire
itdt =
n
2pi
(βr − αr) r↘0−−→ n2pi (β − α),
dok drugi pribrojnik mozˇemo ocijeniti Fundamentalnom ocjenom (propozicija 1.1.9) i i-
skoristiti cˇinjenicu da neprekidna funkcija
∣∣∣∣g′g ∣∣∣∣ na kompaktnom skupu K (0, R2 ) postizˇe mak-
simum: za 0 < r < R2 je∣∣∣∣∣∣ 12pii
∫
γr
g′(z)
g(z)
dz
∣∣∣∣∣∣ ≤ 12pi l(γr) maxz∈γr([αr , βr])
∣∣∣∣∣g′(z)g(z)
∣∣∣∣∣ ≤ 12pir (βr − αr) maxz∈K(z0, R2 )
∣∣∣∣∣g′(z)g(z)
∣∣∣∣∣ r↘0−−→ 0.
Dakle,
lim
r↘0
1
2pii
∫
γr
f ′(z)
f (z)
dz =
n
2pi
(β − α) + 0 = β − α
2pi
νz0( f ). 
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Dokaz teorema 3.4.3. Promotrimo najprije slucˇaj kad f na rubu skupa D nema nultocˇaka
ni polova razlicˇitih od i, ρ i −ρ. Kako D sadrzˇi samo konacˇno mnogo nultocˇaka i po-
lova funkcije f (napomena 3.4.4.(ii)), sve ih mozˇemo obuhvatiti orijentiranom zatvorenom
krivuljom Γ kao na slici 3.3.
0−12 12
A B
C
C′DD
′
E
E′
1−1
Γ
Slika 3.3: Krivulja Γ
Oznacˇimo sa r polumjer kruzˇnih lukova ΓCC′ , ΓDD′ i ΓEE′ . Po korolaru 1.1.57, za pro-
izvoljnu po dijelovima glatku parametrizaciju γ krivulje Γ vrijedi
1
2pii
∫
γ
f ′(z)
f (z)
dz = −
∑∗
p∈H/G
νp( f ).
Zato i za proizvoljne po dijelovima glatke parametrizacije γAB, γBC, . . . , γE′A orijentiranih
krivulja ΓAB,ΓBC, . . . ,ΓE′A vrijedi
1
2pii
∫
γAB
f ′(z)
f (z)
dz +
1
2pii
∫
γBC
f ′(z)
f (z)
dz + . . . +
1
2pii
∫
γE′A
f ′(z)
f (z)
dz = −
∑∗
p∈H/G
νp( f ). (3.28)
Izracˇunajmo vrijednosti pribrojnika na lijevoj strani kad r ↘ 0.
(a) Stavimo
γAB :
[
−1
2
,
1
2
]
→ C, γAB(x) := x + iyA,
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i neka je
ω :
[
−1
2
,
1
2
]
→ C, ω(x) := e2pii(x+iyA) = e−2piyAe2piix,
parametrizacija pozitivno orijentirane kruzˇnice S (0, e−2piyA). Racˇunamo
1
2pii
∫
γAB
f ′(z)
f (z)
dz =
∫
γAB
f˜ ′(q) q
f˜ (q)
dz =
∫ 1
2
− 12
f˜ ′
(
e2pii(x+iyA)
)
f˜
(
e2pii(x+iyA)
) e2pii(x+iyA)dx =
=
1
2pii
∫
ω
f˜ ′(z)
f˜ (z)
dz = ν0( f˜ ) = ν∞( f ).
(b) Stavimo
γBC :
[
yC, yB
]→ C, γBC(y) := xC + i(yB + yC − y),
γE′A :
[
yC, yB
]→ C, γE′A(y) := xC − 1 + iy.
Racˇunamo
1
2pii
∫
γBC
f ′(z)
f (z)
dz =
1
2pii
∫ yB
yC
f ′(xC + i(yB + yC − y))
f (xC + i(yB + yC − y)) (−1)dy,
sˇto zamjenom varijabli y 7→ yB + yC − y prelazi u
1
2pii
∫
γBC
f ′(z)
f (z)
dz =
1
2pii
∫ yC
yB
f ′(xC + iy)
f (xC + iy)
dy,
a ovo zbog 1-periodicˇnosti funkcije f mozˇemo zapisati kao
1
2pii
∫
γBC
f ′(z)
f (z)
dz = − 1
2pii
∫ yB
yC
f ′(xC − 1 + iy)
f (xC − 1 + iy) dy = −
1
2pii
∫
γE′A
f ′(z)
f (z)
dz.
Dakle,
1
2pii
∫
γBC
f ′(z)
f (z)
dz +
1
2pii
∫
γE′A
f ′(z)
f (z)
dz = 0.
(c) Stavimo
γDD′ : [Arg(D − i),Arg(D′ − i) + 2pi], γDD′(t) := i + reit.
Primijetimo da vrijedi
lim
r↘0
Arg(D − i) = 0, lim
r↘0
(
Arg(D′ − i) + 2pi) = pi,
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pa je po lemi 3.4.5
lim
r↘0
∫
γDD′
f ′(z)
f (z)
dz =
νi( f )
2pi
(pi − 0) = 1
2
νi( f ).
Potpuno analogno, stavljanjem
γCC′ : [Arg(C + ρ),Arg(C′ + ρ)], γCC′(t) := −ρ + reit,
γEE′ : [Arg(E − ρ),Arg(E′ − ρ)], γEE′(t) := ρ + reit,
dobivamo
lim
r↘0
∫
γCC′
f ′(z)
f (z)
dz =
ν−ρ( f )
2pi
(
5pi
6
− pi
2
)
=
1
6
ν−ρ( f )
(3.24)
=
1
6
νρ( f )
i
lim
r↘0
∫
γEE′
f ′(z)
f (z)
dz =
νρ( f )
2pi
(
pi
2
− pi
6
)
=
1
6
νρ( f ).
(d) Stavimo
γC′D : [Arg C′,Arg D]→ C, γC′D(t) := eit,
γD′E : [Arg D′,Arg E]→ C, γD′E(t) := eit.
Uocˇimo da funkcija z 7→ S z lukove ΓC′D i ΓD′E preslikava jedan u drugi. Koristec´i da
za z ∈ H vrijedi
f ′(S z)
f (S z)
1
z2
=
f (S z)′
f (S z)
(3.4)
=
(
z2k f (z)
)′
z2k f (z)
=
2k
z
+
f ′(z)
f (z)
,
dobivamo
1
2pii
∫
γD′E
f ′(z)
f (z)
dz =
1
2pii
∫
γD′E
f ′(S z)
z2 f (S z)
dz − 1
2pii
∫
γD′E
2k
z
dz. (3.29)
Racˇunamo
1
2pii
∫
γD′E
f ′(S z)
z2 f (S z)
=
1
2pii
∫ Arg E
Arg D′
f ′(−e−it)
f (−e−it) ie
−itdt,
sˇto zamjenom varijabli t 7→ pi − t prelazi u
1
2pii
∫
γD′E
f ′(S z)
z2 f (S z)
=
1
2pii
∫ Arg C′
Arg D
f ′(eit)
f (eit)
ieitdt = − 1
2pii
∫
γC′D
f ′(z)
f (z)
dz.
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Uvrstimo li ovo u (3.29), dobivamo
1
2pii
∫
γD′E
f ′(z)
f (z)
dz +
1
2pii
∫
γC′D
f ′(z)
f (z)
dz = − 1
2pii
∫
γD′E
2k
z
dz = − 1
2pii
∫ Arg E
Arg D′
2k
eit
ieitdt=
= −k
pi
(Arg E − Arg D′) r↘0−−→ −k
pi
(
2pi
3
− pi
2
)
= −k
6
.
Napokon, pusˇtanjem limesa kad r ↘ 0 u (3.28), iz rezultata koraka (a), (b), (c) i (d) slijedi
ν∞( f ) +
1
2
νi( f ) +
1
3
νρ( f ) − k6 = −
∑∗
p∈H/G
νp( f ),
a to je zapravo (3.25).
0−12 12
A B
C
C′DD
′
E
E′
1−1
P Γ′
Slika 3.4: Modificirana krivulja Γ′ u slucˇaju jedne nultocˇke/pola na pravcu Re z = 12
U slucˇaju kad se neke nultocˇke i/ili polovi funkcije f nalaze u ∂D\{i, ρ,−ρ}, blagom
modifikacijom krivulje Γ u okolini problematicˇnih tocˇaka lako se dobije krivulja koja ima
sva dobra svojstva potrebna za dokaz kao u prvom slucˇaju. Primjerice, “dobra” krivulja u
slucˇaju jedne nultocˇke/pola P sa Re P = 12 prikazana je na slici 3.4: Γ
′ ne prolazi ni kroz
jednu nultocˇku ni pol funkcije f , u svojoj unutrasˇnjosti ima tocˇno po jednog predstavnika
svake orbite p ∈ (G/H) \ {Gi,Gρ} takve da je νp( f ) , 0, a modificirani dijelovi krivulje,
Γ′E′A i Γ
′
BC, josˇ uvijek se jedan iz drugog dobivaju translacijom za ±1, tj. vrijedi T (Γ′E′A) =
Γ′BC. 
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Modularna diskriminanta
Za k ∈ Z, oznacˇimo sa Mk skup svih modularnih formi tezˇine 2k, a sa M0k skup svih kusp
formi tezˇine 2k. Iz definicije modularne forme jasno je da su Mk i M0k kompleksni vektorski
prostori i da za k, l ∈ Z vrijedi
f ∈ Mk, g ∈ Ml ⇒ f g ∈ Mkl.
Stavimo
g2 := 60G2, g3 := 140G3.
Funkcije g2 i g3 modularne su forme tezˇine 4 odnosno 6. Iz (3.21) dobivamo
g2(∞) = 43pi
4, g3(∞) = 827pi
6.
Definicija 3.4.6. Funkciju
∆ := g32 − 27g23
zovemo modularnom diskriminantom.
Kako su g32, g
2
3 ∈ M6, vrijedi ∆ ∈ M6, i
∆(∞) =
(
4
3
pi4
)3
− 27
(
8
27
pi6
)2
= 0,
dakle ∆ je kusp forma tezˇine 12. Primjenom formule iz teorema 3.4.3,
ν∞( f ) +
1
2
νi( f ) +
1
3
νρ( f ) +
∑∗
p∈G/H
νp( f ) =
k
6
, (3.30)
na gk, k = 2, 3, uvazˇavajuc´i da za sve z ∈ H ∪ {∞} vrijedi νz(gk) ∈ Z≥0, zakljucˇujemo da je
νρ(g2) = 1, νp(g2) = 0, p ∈ ((G/H) \{Gρ}) ∪ {∞},
νi(g3) = 1, νp(g3) = 0, p ∈ ((G/H) \{Gi}) ∪ {∞},
pa je posebno
g2(i) , 0, g3(i) = 0 ⇒ ∆(i) , 0, (3.31)
dakle ∆ . 0. Zato i na ∆ mozˇemo primijeniti formulu (3.30) (uz k = 6) i, zbog ν∞(∆) ≥ 1,
zakljucˇiti da je
ν∞(∆) = 1, νp(∆) = 0, p ∈ G/H.
Time smo dokazali sljedec´u propoziciju.
Propozicija 3.4.7. ∆ je kusp forma tezˇine 12 koja u H nema nultocˇaka, a u beskonacˇnosti
ima nultocˇku prvog reda.
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Dimenzije i baze prostora Mk
Propozicija 3.4.8. (i) Oznacˇimo sa G0 konstantnu funkciju 1 : H → C. Vrijedi
Mk = M0k ⊕ CGk, k ∈ {0} ∪ Z≥2.
(ii) Mnozˇenje sa ∆ definira izomorfizam Mk−6 → M0k , k ∈ Z.
Dokaz. (i) Sjetimo se da za k ≥ 2 vrijedi Gk ∈ Mk i Gk(∞) = 2ζ(2k), a ocˇito je i G0 ∈ M0
i G0(∞) = 1. Dakle, za k ∈ {0} ∪ Z≥2 vrijedi M0k + CGk ⊆ Mk i, zbog Gk(∞) , 0,
M0k ∩ CGk = {0}. Nadalje, imamo
f =
(
f − f (∞)
Gk(∞)Gk
)
+
f (∞)
Gk(∞)Gk ∈ M
0
k + CGk, f ∈ Mk,
pa vrijedi i Mk ⊆ M0k + CGk. Iz svega toga slijedi Mk = M0k ⊕ CGk.
(ii) Jasno je da mnozˇenje sa ∆ definira linearni operator δ : Mk−6 → M0k . Nadalje,
dijeljenje sa ∆ definira preslikavanje ε : M0k → Mk−6. Naime, s obzirom da ∆ u H nema
nultocˇaka, za f ∈ M0k−6 funkcija f∆ : H → C dobro je definirana i holomorfna te zadovoljava
uvjet modularnosti (3.4) tezˇine 2k − 12, a kako vrijedi i
ν∞( f ) ≥ 1, ν∞(∆) = 1 ⇒ ν∞
(
f
∆
)
= ν∞( f ) − 1 ≥ 0
(propozicija 1.1.49), zakljucˇujemo da je f
∆
∈ Mk−6. Naravno, ε je inverz operatora δ. Dakle,
δ je izomorfizam vektorskih prostora Mk−6 → M0k . 
Teorem 3.4.9. (i) Za k ∈ Z<0 ∪ {1} vrijedi Mk = 0.
(ii) M0 je jednodimenzionalan vektorski prostor konstantnih funkcija H → C.
(iii) Za k = 2, 3, 4, 5, 7, Mk je jednodimenzionalan vektorski prostor s bazom {Gk}, tj.
vrijedi
Mk = CGk.
(iv) Vrijedi
dim Mk =

⌊
k
6
⌋
, ako je k ≡ 1 (mod 6),⌊
k
6
⌋
+ 1, ako je k . 1 (mod 6),
k ∈ Z≥0.
Ovdje b·c oznacˇava funkciju najvec´e cijelo.
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Dokaz. (i) Neka je k ∈ Z<0 ∪ {1}. Pretpostavimo da postoji f ∈ Mk\{0}. Po teoremu 3.4.3,
vrijedi
ν∞( f ) +
1
2
νi( f ) +
1
3
νρ( f ) +
∑∗
p∈G/H
νp( f ) =
k
6
,
sˇto je, s obzirom da za sve p ∈ G/H ∪ {∞} vrijedi νp( f ) ∈ Z≥0, ocˇito nemoguc´e. Dakle,
Mk = 0.
(ii) i (iii) Neka je k ∈ {0, 2, 3, 4, 5, 7}. Po propoziciji 3.4.8.(i) vrijedi Mk = M0k ⊕ CGk.
No, po propoziciji 3.4.8.(ii) i tvrdnji (i) vrijedi
M0k  Mk−6 = 0,
pa je M0 = CGk. Slijede tvrdnje (ii) i (iii).
(iv) Tvrdnju c´emo dokazati indukcijom po svakoj od klasa kongruentnosti modulo 6.
Tvrdnje (i), (ii) i (iii) pokazuju da (iv) vrijedi u slucˇajevima k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7. Preostaje
pokazati da, ako (iv) vrijedi za neki k ∈ Z≥0\{1}, vrijedi i za k + 6. Ako (iv) vrijedi za neki
k ∈ Z≥0\{1}, iz propozicije 3.4.8.(i) i (ii) dobivamo
dim Mk+6 = dim M0k+6 + 1 = dim Mk + 1 =
=

⌊
k
6
⌋
+ 1 =
⌊
k+6
6
⌋
, ako je k ≡ 1 (mod 6),⌊
k
6
⌋
+ 1 + 1 =
⌊
k+6
6
⌋
+ 1, ako je k . 1 (mod 6).
Kako je k + 6 ≡ k (mod 6), ovo pokazuje da (iv) vrijedi i za k + 6. Time je dokaz tvrdnje
(iv) zavrsˇen. 
Teorem 3.4.10. Neka je k ∈ Z. Skup
Bk :=
{
Gα2G
β
3 : α, β ∈ Z≥0, 2α + 3β = k
}
baza je vektorskog prostora Mk.
Dokaz. U slucˇaju k ∈ Z<0 ∪ {1} ocˇito je Bk = ∅, pa, zbog (i), tvrdnja vrijedi. Za ostale k i
ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom s korakom 6. Pretpostavimo da za neki k ∈ {0} ∪ Z≥2
vrijedi da je Bk−6 baza prostora Mk−6. Zˇelimo pokazati da je Bk baza prostora Mk.
Pokazˇimo najprije da je Bk sustav izvodnica za Mk. Neka je f ∈ Mk. Kako je k ∈
{0} ∪ Z≥2, jednadzˇba 2γ + 3δ = k ima rjesˇenja u Z≥0. Neka je (γ, δ) jedno takvo rjesˇenje.
Tada je Gγ2G
δ
3 ∈ Mk pa, zbog
(
Gγ2G
δ
3
)
(∞) , 0, postoji λ ∈ C takav da je f − λGγ2Gδ3 ∈ M0k .
Po propoziciji 3.4.8.(ii) slijedi da postoji h ∈ Mk−6 takav da je
f − λGγ2Gδ3 = ∆ h.
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Po pretpostavci indukcije, vrijedi
h ∈
∑
α, β∈Z≥0
2α+3β=k−6
CGα2G
β
3,
pa je
f = λGγ2G
δ
3 + ∆ h ∈ CGγ2Gδ3 +
(
CG32 + CG
2
3
) ∑
α, β∈Z≥0
2α+3β=k−6
CGα2G
β
3 ⊆
∑
α, β∈Z≥0
2α+3β=k
CGα2G
β
3,
sˇto, zbog proizvoljnosti izbora f ∈ Mk, pokazuje da je Bk sustav izvodnica za Mk.
Pokazˇimo sada da je Bk linearno nezavisan. Oznacˇimo
Ck := {(α, β) : α, β ∈ Z≥0, 2α + 3β = k}.
Odaberimo (γ, δ) ∈ Ck tako da je γ najmanji moguc´i. Lako se vidi da je
Ck =
{
(γ + 3 j, δ − 2 j) : j = 0, 1, . . . ,
⌊
δ
2
⌋}
.
Pretpostavimo da je Bk linearno zavisan. Prema gornjem prikazu skupa Ck, to znacˇi da
postoje a0, a1, . . . , ab δ2c ∈ C, ne svi jednaki 0, takvi da vrijedi
b δ2c∑
j=0
a jG
γ+3 j
2 G
δ−2 j
3 = 0,
tj., dijeljenjem sa Gγ2G
δ
3,
b δ2c∑
j=0
a j
(
G32
G23
) j
= 0.
Dakle, meromorfna funkcija G
3
2
G23
rjesˇenje je netrivijalne polinomijalne jednadzˇbe nad C, pa
joj je slika konacˇna, odakle slijedi da je ona konstantna, sˇto je besmislica (npr. iz (3.31)
vidimo da G
3
2
G23
u tocˇki i ima pol, pa nikako ne mozˇe biti konstantna). Zakljucˇujemo da je Bk
linearno nezavisan.
Time smo pokazali da je Bk baza prostora Mk, sˇto zavrsˇava korak indukcije i dokaz
teorema. 
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3.5 Modularna invarijanta
Definicija 3.5.1. Funkciju
j :=
1728g32
∆
zovemo modularnom invarijantom.
Kako su g32 i ∆ modularne forme tezˇine 12, pri cˇemu ∆ nema nultocˇaka u H i vrijedi
ν∞(g32) = 0 i ν∞(∆) = 1 (propozicija 3.4.7), j je modularna funkcija tezˇine 0 koja je holo-
morfna na H, a u beskonacˇnosti ima pol prvog reda (vidi propoziciju 1.1.49). Koeficijent
1728 uveden je da bi bilo Res
(
j˜, 0
)
= 1.
Propozicija 3.5.2. Modularna invarijanta j prelaskom na kvocijent G/H inducira bijekciju
G/H → C.
Dokaz. Kako su modularne funkcije tezˇine 0 po definiciji invarijantne na djelovanje grupe
G, j prelaskom na kvocijent G/H inducira funkciju G/H → C. Da bismo pokazali da
je ta funkcija bijekcija, trebamo vidjeti da za proizvoljan λ ∈ C postoji jedinstven p ∈
G/H takav da za z ∈ p vrijedi
(
1728g32
∆
)
(z) = λ. Drugim rijecˇima, trebamo pokazati da
za modularnu formu fλ := 1728g32 − λ∆ tezˇine 12 postoji jedinstven p ∈ G/H za koji je
νp ( fλ) > 0. Buduc´i da, zbog g2(∞) , 0 i ∆(∞) = 0, vrijedi ν∞ ( fλ) = 0, po teoremu 3.4.3
je
1
2
νi ( fλ) +
1
3
νρ ( fλ) +
∑∗
p∈G/H
νp ( fλ) = 1.
S obzirom da za sve p ∈ G/H vrijedi νp ( fλ) ∈ Z≥0, odavde je odmah jasno da je zaista
νp ( fλ) > 0 za tocˇno jedan p ∈ G/H. 
Propozicija 3.5.3. Modularne funkcije tezˇine 0 tocˇno su racionalne funkcije of j.
Dokaz. Iz definicije modularne funkcije tezˇine 0 ocˇito je da je skup modularnih funkcija
tezˇine 0 ne samo kompleksan vektorski prostor, vec´ i polje, pa su sve racionalne funkcije
od j modularne funkcije tezˇine 0.
Obratno, neka je f modularna funkcija tezˇine 0, f . 0. Zˇelimo pokazati da je f raci-
onalna funkcija od j. Buduc´i da f ima samo konacˇno mnogo polova modulo G (napomena
3.4.4.(ii)), tvrdnju je dovoljno dokazati za g := f
∏
p∈G/H, νp( f )<0 ( j − j(p))−νp( f ), koja je
takoder modularna funkcija tezˇine 0, ali holomorfna na H. Kako je ∆ kusp forma tezˇine
12, za dovoljno velik n ∈ Z≥0 funkcija h := ∆ng modularna je forma tezˇine 12n pa je, po
teoremu 3.4.10, h linearna kombinacija modularnih formi Gα2G
β
3, α, β ∈ Z≥0, 2α + 3β = 6n.
Dakle, g je linearna kombinacija modularnih funkcija oblika G
α
2G
β
3
∆n
, α, β, n ∈ Z≥0, 2α+ 3β =
6n. Zato je dovoljno pokazati da su te funkcije racionalne funkcije od j. Iz 2α + 3β = 6n
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vidimo da nuzˇno 3|α i 2|β, pa su te funkcije zapravo oblika G
3p
2 G
2q
3
∆p+q
za neke p, q ∈ Z≥0. Dakle,
dovoljno je pokazati da su funkcije G
3
2
∆
i G
2
3
∆
racionalne funkcije od j, sˇto vrijedi jer su one
proporcionalne sa g
3
2
∆
=
j
1728 odnosno
27g23
∆
=
g32−∆
∆
=
j
1728 − 1. 
3.6 Brzina rasta Fourierovih koeficijenata modularnih
formi
Neka je k ∈ Z≥2. Neka je f modularna forma tezˇine 2k i neka je
∞∑
n=0
anqn
Fourierov red funkcije f , tj. Laurentov red funkcije f˜ u okolini 0 (vidi propoziciju 3.2.7.(i)).
Propozicija 3.6.1. Ako je f = Gk, postoje Ak, Bk > 0 takvi da vrijedi
Akn2k−1 ≤ |an| ≤ Bkn2k−1, n ∈ Z>0.
Dokaz. Po korolaru 3.3.12, postoji Ck > 0 takav da je
|an| = Ck σ2k−1(n), n ∈ Z>0.
Kako σ2k−1(n) mozˇemo ocijeniti sa
n2k−1 ≤ σ2k−1(n) = n2k−1
∑
d∈Z>0
d|n
1
d2k−1
≤ n2k−1
∞∑
d=1
1
d2k−1
= n2k−1ζ(2k − 1), n ∈ Z>0,
slijedi tvrdnja. 
Teorem 3.6.2 (Hecke). Ako je f kusp forma, postoji A > 0 takav da vrijedi
|an| ≤ Ank, n ∈ Z>0.
Dokaz. Kako je f kusp forma, tj. a0 = 0, funkcija q 7→ f˜ (q)q prosˇiruje se u 0 do holomorfne
funkcije na K(0, 1). Naravno, ta je funkcija ogranicˇena na skupovima K×(0, r), 0 < r < 1,
dakle funkcija z 7→ f (z)q ogranicˇena je na poluravninama R × 〈ε,+∞〉 za ε > 0, pa je
ogranicˇena i na fundamentalnoj domeni D. Drugim rijecˇima, postoji B > 0 takav da je
| f (z)| ≤ B |q| = Be−2piy, z ∈ D, y = Im z.
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Odavde slijedi i
| f (z)| yk ≤ B |q| yk = Byke−2piy y→∞−−−→ 0, z ∈ D, y = Im z,
sˇto, uz neprekidnost funkcije z 7→ | f (z)| (Im z)k, povlacˇi da je ona ogranicˇena na D. Pri-
mijetimo da je ta funkcija, zbog modularnosti od f , invarijantna na djelovanje grupe G:
| f (gz)| (Im gz)k =
∣∣∣(cz + d)2k f (z)∣∣∣ ( Im z|cz + d|2
)k
= | f (z)| (Im z)k, g =
(
a b
c d
)
∈ G, z ∈ H,
pa je zapravo ogranicˇena na cijeloj poluravnini H, tj. postoji C > 0 takav da je
| f (z)| ≤ C
yk
, z ∈ H, y = Im z. (3.32)
Koristec´i Teorem o reziduumima (teorem 1.1.56), dobivamo da za y > 0 i n ∈ Z>0 vrijedi
|an| =
∣∣∣∣∣∣Res
(
q 7→ f˜ (q)
qn+1
, 0
)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 12pii
∫
|q|=e−2piy
f˜ (q)
qn+1
dq
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ 1
0
f˜
(
e2pii(x+iy)
)
e2piin(x+iy)
dx
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 1
0
∣∣∣∣∣∣∣∣
f˜
(
e2pii(x+iy)
)
e2piin(x+iy)
∣∣∣∣∣∣∣∣ dx =
∫ 1
0
| f (x + iy)| e2pinydx (3.32)≤
∫ 1
0
C
yk
e2pinydx =
C
yk
e2piny.
U slucˇaju y = 1n ova je ocjena zapravo
|an| ≤ Ce2pink.
Slijedi tvrdnja. 
Korolar 3.6.3. Postoji konstanta A > 0 takva da je
|an| ≤ An2k−1, n ∈ Z>0.
Dokaz. Po propoziciji 3.4.8.(i) vrijedi f = λGk + h za neke λ ∈ C i h ∈ M0k . Neka su bn,
n ∈ Z≥0, Fourierovi koeficijenti modularne forme λGk, a cn, n ∈ Z≥0, Fourierovi koeficijenti
kusp forme h. Po propoziciji 3.6.1 i teoremu 3.6.2 postoje B > 0 i C > 0 takvi da je
|bn| ≤ Bn2k−1, |cn| ≤ Cnk, n ∈ Z>0,
odakle slijedi ocjena
|an| = |bn + cn| ≤ |bn| + |cn| ≤ Bn2k−1 + Cnk ≤ (B + C)n2k−1, n ∈ Z>0,
koja dokazuje tvrdnju. 
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Korolar 3.6.4. Dirichletov red ∞∑
n=1
an
ns
konvergira apsolutno i definira holomorfnu funkciju na poluravnini M2k := {s ∈ C : Re s >
2k}.
Dokaz. Neka je A > 0 konstanta iz korolara 3.6.3. Za Re s > 2k imamo
∞∑
n=1
∣∣∣∣∣anns
∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1
An2k−1
nRe s
=
∞∑
n=1
A
nRe s−2k+1
= Aζ(Re s − 2k + 1) < ∞,
dakle red
∑∞
n=1
an
ns na poluravnini M2k konvergira apsolutno. Tvrdnja o holomorfnosti sada
je direktna posljedica korolara 2.2.5. 
3.7 Produktna formula za ∆
Oznacˇimo
G1(z) :=
∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(mz + n)2
, G(z) :=
∑
n∈Z
∑′
m∈Z
1
(mz + n)2
,
H1(z) :=
∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
1
(mz + n − 1)(mz + n) , H(z) :=
∑
n∈Z
∑′′
m∈Z
1
(mz + n − 1)(mz + n) .
Ovdje, slicˇno kao ranije, znak ′ iza dvostruke sume oznacˇava sumaciju po parovima (m, n) ,
(0, 0), dok ′′ oznacˇava sumaciju po (m, n) , (0, 0), (0, 1).
Lema 3.7.1. Vrijedi
H1(z) = 2, H(z) = 2 − 2piiz , z ∈ H.
Dokaz. Neka je z ∈ H. Imamo
H1(z) =
∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
(
1
mz + n − 1 −
1
mz + n
)
=
=
∞∑
n=2
(
1
n − 1 −
1
n
)
+
∞∑
n=1
(
1
−n − 1 −
1
−n
)
+
+
∑
m∈Z\{0}
 ∞∑
n=0
(
1
mz + n − 1 −
1
mz + n
)
+
∞∑
n=1
(
1
mz − n − 1 −
1
mz − n
) ,
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odakle teleskopiranjem dobivamo
H1(z) = lim
n→∞
(
1 − 1
n
)
+ lim
n→∞
(
− 1
n + 1
+ 1
)
+
+
∑
m∈Z\{0}
(
lim
n→∞
(
1
mz − 1 −
1
mz + n
)
+ lim
n→∞
(
1
mz − n − 1 −
1
mz − 1
))
=
= 1 + 1 +
∑
m∈Z\{0}
(
1
mz − 1 −
1
mz − 1
)
= 2.
S druge strane, uocˇimo da za fiksni n ∈ Z unutrasˇnji red u definiciji od H konvergira
apsolutno: odaberemo li m0 ∈ Z≥2 takav da je m0 |z| > |n| + 1, vrijedi
∑
|m|>m0
∣∣∣∣∣ 1(mz + n − 1)(mz + n)
∣∣∣∣∣ ≤ ∑
|m|>m0
1
(|mz| − m0 |z|)2
=
∑
|m|>m0
1
(|m| − m0)2 |z|2
≤
≤ 1|z|2 · 2
∞∑
j=1
1
j2
=
2ζ(2)
|z|2 < ∞.
Dakle, u svakoj unutrasˇnjoj sumi iz definicije od H smijemo po volji mijenjati poredak
sumacije. Za n = 0 dobivamo
∑
m∈Z\{0}
(
1
mz − 1 −
1
mz
)
=
∞∑
m=1
((
1
mz − 1 −
1
mz
)
+
(
1
−mz − 1 −
1
−mz
))
=
=
pi
z
∞∑
m=1
(
1
−piz + m
+
1
−piz − m
)
(1.6)
=
pi
z
(
ctg
(
−pi
z
)
− 1−piz
)
= −pi
z
ctg
pi
z
+ 1.
Slicˇno, za n = 1 je
∑
m∈Z\{0}
(
1
mz
− 1
mz + 1
)
=
∞∑
m=1
((
1
mz
− 1
mz + 1
)
+
(
1
−mz −
1
−mz + 1
))
=
= −pi
z
∞∑
m=1
(
1
pi
z + m
+
1
pi
z − m
)
(1.6)
= −pi
z
(
ctg
pi
z
− 1pi
z
)
= −pi
z
ctg
pi
z
+ 1,
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a za n ∈ Z\{0, 1} imamo∑
m∈Z
(
1
mz + n − 1 −
1
mz + n
)
=
=
1
n − 1 −
1
n
+
∞∑
m=1
((
1
mz + n − 1 −
1
mz + n
)
+
(
1
−mz + n − 1 −
1
−mz + n
))
=
=
pi
z
 1(n−1)pi
z
− 1npi
z
 + piz
∞∑
m=1
 1(n−1)pi
z + mpi
+
1
(n−1)pi
z − mpi
 − ( 1npi
z + mpi
+
1
npi
z − mpi
) =
(1.6)
=
pi
z
(
ctg
(n − 1)pi
z
− ctg npi
z
)
.
Iz svega navedenog slijedi
H(z) = 2
(
−pi
z
ctg
pi
z
+ 1
)
+
pi
z
∞∑
n=2
(
ctg
(n − 1)pi
z
− ctg npi
z
)
+
+
pi
z
∞∑
n=1
(
ctg
(−n − 1)pi
z
− ctg (−npi)
z
)
,
odakle teleskopiranjem dobivamo
H(z) = 2
(
−pi
z
ctg
pi
z
+ 1
)
+ 2
pi
z
lim
n→∞
(
ctg
pi
z
− ctg npi
z
)
.
Uocˇimo da je
lim
n→∞ ctg
npi
z
= lim
n→∞ i
1 + e−
2piin
z
1 − e− 2piinz
= i
jer, zbog Im z > 0, vrijedi ∣∣∣∣e −2piinz ∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e −2piinz|z|2 ∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e −2pin Im z|z|2 ∣∣∣∣ n→∞−−−→ 0,
pa slijedi
H(z) = 2
(
−pi
z
ctg
pi
z
+ 1 +
pi
z
(
ctg
pi
z
− i
))
= 2 − 2pii
z
. 
Propozicija 3.7.2. Vrijedi
G1(z) =
2pii
z
+ G(z), z ∈ H. (3.33)
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Dokaz. Neka je z ∈ H. Sjetimo se da redovi G1(z), H1(z) i H(z) konvergiraju (propozicija
3.3.11 i lema 3.7.1). Osim toga, red (G1 − H1) (z) konvergira apsolutno. Naime, vrijedi∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
∣∣∣∣∣ 1(mz + n)2 − 1(mz + n − 1)(mz + n)
∣∣∣∣∣ = ∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
∣∣∣∣∣ 1(mz + n)2(mz + n − 1)
∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
1
(min {|mz + n|, |mz + n − 1|})3 ≤
≤
∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
1
|mz + n|3 +
∑
m∈Z
∑′′
n∈Z
1
|mz + n − 1|3 ≤ 2
∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
|mz + n|3 < ∞
po lemi 3.3.1. Zakljucˇujemo da je
(G1 − H1)(z) = (G − H)(z).
Odavde slijedi da je i red G(z) konvergentan. Napokon, iz leme 3.7.1 dobivamo
G1(z) − 2 = G(z) −
(
2 − 2pii
z
)
,
tj. vrijedi (3.33). 
Teorem 3.7.3 (Jacobi). Vrijedi
∆ = (2pi)12q
∞∏
n=1
(1 − qn)24 , z ∈ H. (3.34)
Dokaz. Kako za |q| < r < 1 vrijedi
|q|n < rn, n ∈ Z≥0, i
∞∑
n=1
rn =
1
1 − r − 1 < ∞,
beskonacˇan produkt
∞∏
n=1
(1 − qn) ,
promatran kao funkcija varijable q, konvergira normalno na K(0, r) za 0 < r < 1, dakle i na
svakom kompaktu u K(0, 1), pa (teorem 1.2.5) definira holomorfnu funkciju h : K(0, 1)→
C. Oznacˇimo li desnu stranu u (3.34) sa F, vrijedi
F(z) = (2pi)12q h24(q), z ∈ H. (3.35)
Odavde zakljucˇujemo da je F 1-periodicˇna holomorfna funkcija H → C, holomorfna u
beskonacˇnosti, i da je F(∞) = 0.
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Pretpostavimo da vrijedi i
F
(
−1
z
)
= z12F(z), z ∈ H. (3.36)
Tada je F kusp forma tezˇine 12. Kako je dim M06 = dim M0 = 1 (propozicija 3.4.8.(i),
teorem 3.4.9.(ii)), nuzˇno je F = λ∆ za neki λ ∈ C. Iz Fourierovih koeficijenata funkcija
G2 i G3 (korolar 3.3.12), koristec´i da je ∆ = g32 − 27g23, lako se izracˇuna da je koeficijent a1
Fourierova razvoja forme ∆ jednak (2pi)12 pa vrijedi
λ = lim
Im z→∞
F(z)
∆(z)
= lim
q→0
F˜(q)
∆˜(q)
= lim
q→0
F˜(q)
q
∆˜(q)
q
=
limq→0(2pi)12h(q)
limq→0
∆˜(q)
q
=
(2pi)12h(0)
a1
=
(2pi)12
(2pi)12
= 1.
Dakle, F = ∆.
Preostaje dokazati relaciju (3.36). Kako F nema nultocˇaka u H (vidi napomenu 1.2.3),
logaritamske su derivacije obiju strana u toj relaciji definirane. Pokazˇemo li da su one
jednake, slijedit c´e da svaka tocˇka poluravnine H ima okolinu na kojoj su lijeva i desna
strana relacije (3.36) proporcionalne. Kako je H povezana, to povlacˇi da su one zapravo
proporcionalne na cijeloj H, tj. da postoji C ∈ C∗ takav da je
F
(
−1
z
)
= Cz12F(z), z ∈ H.
Uvrsˇtavanjem z = i dobivamo da je F(i) = CF(i) odakle, s obzirom da je F(i) , 0, slijedi
da je C = 1, tj. da vrijedi (3.36).
Izracˇunajmo logaritamske derivacije lijeve i desne strane u (3.36). Vrijedi
F(z)
(3.35)
= (2pi)12q
 ∞∏
n=1
(1 − qn)
24 (1.3)= (2pi)12q (e∑∞n=1 Ln(1−qn))24 =
= (2pi)12q e24
∑∞
n=1 Ln(1−qn), z ∈ H. (3.37)
Primijetimo da red
∑∞
n=1 Ln(1 − qn) konvergira lokalno uniformno na H pa ga smijemo
derivirati cˇlan po cˇlan (korolar 1.1.26.(iii)). Da bismo to vidjeli, dovoljno je pokazati da
red
∑∞
n=1 Ln(1−qn) konvergira uniformno na poluravninama R×〈ε,+∞〉 za ε > 0, odnosno
za |q| < r < 1. Neka je δ > 0 takav da za |z| < δ vrijedi
|Ln(1 + z)| ≤ 2 |z|
(vidi (1.4)). Ako je N ∈ Z>0 dovoljno velik da je rN < δ, za n ≥ N i |q| < r vrijedi
|qn| < rn ≤ rN < δ pa je
|Ln(1 − qn)| ≤ 2|qn| ≤ 2rn,
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odakle zbog konvergencije reda
∑∞
n=1 r
n slijedi da red
∑∞
n=N Ln(1− qn) za |q| < r konvergira
normalno, pa red
∑∞
n=1 Ln(1 − qn) za |q| < r konvergira uniformno.
Sada iz (3.37) dobivamo
F′(z)
F(z)
= 2pii + 24
∞∑
n=1
−2piinqn
1 − qn = 2pii − 24 · 2pii
∞∑
n=1
∞∑
m=1
nqnm, z ∈ H.
U dokazu propozicije 3.3.11 pokazali smo da red na desnoj strani konvergira apsolutno, pa
u njemu smijemo promijeniti poredak sumacije. Dobivamo
F′(z)
F(z)
= 2pii − 24 · 2pii
∞∑
m=1
∞∑
n=1
nqnm =
6i
pi
2ζ(2) + 2 · (2pii)2 ∞∑
n=1
nqnm
 =
(3.23)
=
6i
pi
G1(z), z ∈ H. (3.38)
Odavde slijedi da je logaritamska derivacija desne strane u (3.36)(
z12F(z)
)′
z12F(z)
=
12
z
+
F′(z)
F(z)
(3.38)
=
12
z
+
6i
pi
G1(z), z ∈ H,
dok je logaritamska derivacija lijeve strane
F
(
−1z
)′
F
(
−1z
) = F′ (−1z )
F
(
−1z
) · 1
z2
(3.38)
=
6i
piz2
G1
(
−1
z
)
=
6i
piz2
∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1(
−mz + n
)2 =
=
6i
pi
∑
m∈Z
∑′
n∈Z
1
(m + nz)2
=
6i
pi
∑
n∈Z
∑′
m∈Z
1
(mz + n)2
=
6i
pi
G(z), z ∈ H.
Preostaje pokazati da vrijedi
6i
pi
G(z) =
12
z
+
6i
pi
G1(z), z ∈ H,
tj. dijeljenjem sa 6i
pi
, da je
G1(z) =
2pii
z
+ G(z), z ∈ H,
a to je upravo tvrdnja propozicije 3.7.2. 
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3.8 Heckeovi operatori
Heckeovi operatori kao korespondencije naR
Definicija 3.8.1. Neka je E skup i neka je XE slobodna Abelova grupa generirana sa E.
Endomorfizam T grupe XE zovemo korespondencijom na E.
Kako je E baza slobodne Abelove grupe XE, svaka funkcija T : E → XE na jedinstven
se nacˇin prosˇiruje do korespondencije na E, po pravilu
T
∑
y∈E
nyy
 = ∑
y∈E
nyT (y)
za sve familije (ny, y ∈ E) ⊆ Z u kojima je samo konacˇno mnogo elemenata razlicˇito od
0. Analogno, svaka se funkcija F : E → C na jedinstven nacˇin prosˇiruje do homomor-
fizma grupa XE → C. U nastavku c´emo radi jednostavnosti notacije u ovim situacijama
odgovarajuc´i homomorfizam oznacˇavati istim simbolom kao polaznu funkciju.
Definicija 3.8.2. Neka je E skup i T korespondencija na E. Neka je F : E → C funkcija.
Definiramo transformaciju funkcije F korespondencijom T kao funkciju
T F : E → C, T F(x) := F(T x), x ∈ E.
Za resˇetku Γ ∈ R i n ∈ Z>0, uvedimo oznaku
Γ(n) := skup svih podresˇetki od Γ indeksa n.
Definicija 3.8.3. Za n ∈ Z>0 definiramo Heckeov operator T (n) kao korespondenciju na
R koja svakoj resˇetki u C pridruzˇuje sumu svih njenih podresˇetki indeksa n, tj.
T (n) Γ :=
∑
Γ′∈Γ(n)
Γ′, Γ ∈ R.
Napomena 3.8.4. Primijetimo da je skup Γ(n) uvijek konacˇan (pa je definicija dobra).
Naime, svaka resˇetka Γ′ ∈ Γ(n) zadovoljava
n(ω + Γ′) = Γ′, ω ∈ Γ,
tj. vrijedi nΓ ⊆ Γ′, pa je
Γ′ 7→ Γ′/nΓ
bijekcija skupa Γ(n) na skup svih podgrupa grupe Γ/nΓ indeksa n. Kako je grupa Γ/nΓ
konacˇna (reda n2), zakljucˇujemo da postoji samo konacˇno mnogo moguc´nosti za Γ′. Pre-
cizan opis tih moguc´nosti daje lema 3.8.5.
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Lema 3.8.5. Neka je n ∈ Z>0. Oznacˇimo
An :=
{(
a b
0 d
)
: a, b, d ∈ Z≥0, ad = n, b < d
}
.
Neka je Γ = Γ(ω1, ω2) ∈ R. Preslikavanje(
a b
0 d
)
7−→ Γ (aω1 + bω2, dω2) (3.39)
bijekcija je An → Γ(n).
Dokaz. Neka je Γ′ ∈ Γ(n). Vrijedi
n =
[
Γ : Γ′
]
=
[
Γ : Γ′ + Zω2
] [
Γ′ + Zω2 : Γ′
]
=
[
Γ : Γ′ + Zω2
] [
Zω2 : Γ′ ∩ Zω2]
(posljednja jednakost posljedica je Drugog teorema o izomorfizmu grupa). Grupe Γ/ (Γ′ + Zω2)
i Zω2/ (Γ′ ∩ Zω2) ocˇito su ciklicˇke grupe s generatorima ω1 + Γ′ + Zω2 odnosno ω2 +
(Γ′ ∩ Zω2). Oznacˇimo njihove redove, respektivno, sa a i d. Iz gornje jednakosti slijedi
ad = n, a po definiciji reda elementa grupe vrijedi
a = min{k ∈ Z>0 : kω1 ∈ Γ′ + Zω2}, (3.40)
d = min{k ∈ Z>0 : kω2 ∈ Γ′}. (3.41)
Posebno vrijedi dω2 ∈ Γ′ i postoji b1 ∈ Z takav da je aω1 + b1ω2 ∈ Γ′. Neka je b ∈
{0, 1, . . . , d − 1} takav da je b1 ≡ b (mod d). Tada je, zbog Γ′ ∩ Zω2 = dZω2, b jedinstven
element skupa {0, 1, . . . , d − 1} takav da je aω1 + bω2 ∈ Γ′. Iz (3.40) i (3.41) lako se vidi
da slobodna Abelova grupa generirana sa {aω1 + bω2, dω2} sadrzˇi sve elemente resˇetke Γ′.
Dakle, {aω1 + bω2, dω2} baza je resˇetke Γ.
Definirajmo preslikavanje
F : Γ(n)→ An, F(Γ′) :=
(
a b
0 d
)
, Γ′ ∈ Γ(n),
gdje su koeficijenti a, b, d definirani kao gore. Jasno je da je preslikavanje (3.39) lijevi
inverz funkcije F. Da bismo dokazali da se radi o bijekcijama, dovoljno je pokazati da je
F surjekcija. Neka je h =
(
a b
0 d
)
∈ An. Neka je Γ′ ∈ R s bazom {aω1 + bω2, dω2}. Tada je,
za k ∈ Z,
kω2 ∈ Γ′ = Z(aω1 + bω2) + dZω2 ⇔ d | k,
kω1 ∈ Γ′ + Zω2 = aZω1 + Zω2 ⇔ a | k,
pa vrijede (3.40) i (3.41). Slijedi h = F(Γ′). Prema tome, F je zaista surjekcija, sˇto zavrsˇava
dokaz leme. 
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Definicija 3.8.6. Korespondencije Rλ, λ ∈ C∗, naR definirane sa
Rλ(Γ) := λΓ, Γ ∈ R,
zovemo operatorima homotetije.
Propozicija 3.8.7. Vrijede sljedec´e relacije:
Rλµ = RλRµ, λ, µ ∈ C∗, (3.42)
RλT (n) = T (n)Rλ, λ ∈ C∗, n ∈ Z>0, (3.43)
T (m)T (n) = T (mn), m, n ∈ Z>0, (m, n) = 1, (3.44)
T (pn)T (p) = T (pn+1) + pT (pn−1)Rp, p ∈ P, n ∈ Z>0. (3.45)
Dokaz. Relacije (3.42) i (3.43) su ocˇite.
Dokazˇimo (3.44). Neka je Γ ∈ R. Jasno je da su i T (m)T (n)Γ i T (mn)Γ konacˇne
sume podresˇetki od Γ indeksa mn. Ocˇito je i da se svaka resˇetka iz sume T (m)T (n)Γ u
sumi T (mn)Γ pojavljuje s koeficijentom 1. Da bismo pokazali da su te dvije sume jed-
nake, preostaje provjeriti da za fiksnu podresˇetku Γ′′ od Γ indeksa mn postoji jedinstvena
podresˇetka Γ′ od Γ indeksa n koja je sadrzˇi, tj. da grupa Γ/Γ′′ (reda mn) ima jedinstvenu
podgrupu Γ′/Γ′′ indeksa n, tj. reda m. Iz Strukturnog teorema za konacˇno generirane Abe-
love grupe (teorem 2.1.4) lako slijedi da, zbog (m, n) = 1, postoje podgrupe Hm i Hn reda
m odnosno n takve da je
Γ/Γ′′ = Hm ⊕ Hn.
Odavde se lako vidi da je
Hm = {h ∈ Γ/Γ′′ : mh = Γ′′},
odakle je jasno da je Hm jedina podgrupa grupe Γ/Γ′′ reda m, sˇto dokazuje tvrdnju.
Dokazˇimo sada (3.45). Za Γ ∈ R, i T (pn)T (p) i T (pn+1)+ pT (pn−1)Rp ocˇito su konacˇne
sume podresˇetki od Γ indeksa pn+1. Da bismo pokazali da su te dvije sume jednake, do-
voljno je provjeriti da se proizvoljna fiksna resˇetka Γ′′ indeksa pn+1 u Γ u njima pojavlju-
je s istim koeficijentom. Neka su a, b i c koeficijenti s kojima se Γ′′ pojavljuje u sumi
T (pn)T (p), T (pn+1) odnosno T (pn−1)Rp. Zˇelimo pokazati da vrijedi a = b + pc. Ocˇito je
b = 1.
a je broj podgrupa grupe Γ/pΓ indeksa p koje sadrzˇe sliku resˇetke Γ′′ po kanonskom
epimorfizmu Φ : Γ → Γ/pΓ (vidi bijekciju iz napomene 3.8.4, uz n = p). Kako je
pΓ′′ ⊆ pΓ, Φ(Γ′′) je podgrupa grupe Γ/pΓ reda 1 ili p.
(a) U slucˇaju reda 1 sve podgrupe od Γ/pΓ sadrzˇe Φ(Γ′′) = pΓ, pa je a jednak broju
podgrupa grupe Γ/pΓ  (Z/pZ) ⊕ (Z/pZ) indeksa p (tj. reda p), a lako se vidi da je to
p + 1. Kako je u tom slucˇaju Γ′′ ⊆ pΓ = RpΓ, ocˇito je c = 1, pa vrijedi a = 1 + pc.
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(b) U slucˇaju reda p, sama Φ(Γ′) ocˇito je jedina podgrupa indeksa p u Γ/pΓ koja sadrzˇi
Φ(Γ′), pa je a = 1. Kako u ovom slucˇaju Γ′ * pΓ, vrijedi c = 0, pa i ovdje vrijedi
a = 1 + pc.
Time je relacija (3.45) dokazana. 
Korolar 3.8.8. (i) Za svaki p ∈ P, korespondencije T (pn), n ∈ Z>0, polinomi su u Rp i
T (p).
(ii) Algebra A generirana sa {Rλ, λ ∈ C∗} ∪ {T (p), p ∈ P} komutativna je i sadrzˇi sve
T (n), n ∈ Z>0.
Dokaz. (i) Tvrdnja slijedi induktivnom primjenom relacije (3.45).
(ii) Relacije (3.42), (3.43) i (3.44) pokazuju da je algebra A komutativna, a iz (i) i (3.44)
slijedi da je za svaki n ∈ Z>0 korespondencija T (n) polinom u Rp i T (p), p ∈ P≤n, dakle
element algebre A. 
U slucˇaju korespondencija T (n), n ∈ Z>0, odnosno Rλ, λ ∈ C∗, definicija transformacije
funkcije korespondencijom (definicija 3.8.2) prirodno se prosˇiruje i na slucˇaj funkcija s
kodomenom C.
Propozicija 3.8.9. Neka je k ∈ Z i neka su m, n ∈ Z>0.
(i) Funkcija F : R → C tezˇine je 2k ako i samo ako vrijedi
RλF = λ−2kF, λ ∈ C∗.
(ii) Ako je F : R → C tezˇine 2k, tada je i T (n)F : R → C tezˇine 2k.
(iii) Vrijede sljedec´e relacije:
T (m)T (n)F = T (mn)F, (m, n) = 1, (3.46)
T (p)T (pn)F = T (pn+1)F + p1−2kT (pn−1)F, p ∈ P. (3.47)
Dokaz. (i) Po definiciji F je tezˇine 2k ako i samo ako za sve Γ ∈ R i λ ∈ C∗ vrijedi
F(λΓ) = λ−2kF(Γ), tj. ako i samo ako za sve λ ∈ C∗ vrijedi RλF = λ−2kF.
(ii) Ako je F tezˇine 2k, onda je za sve λ ∈ C∗
RλT (n)F = F ◦ T (n)Rλ (3.43)= F ◦ RλT (n) = T (n)RλF (i)= T (n)(λ−2kF) = λ−2kT (n)F
pa je, prema (i), T (n)F funkcija tezˇine 2k.
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(iii) (3.46) direktna je posljedica relacije (3.44). Nadalje, za n ∈ Z>0 i prost broj p
imamo
T (p)T (pn)F = F ◦ T (pn)T (p) (3.45)= F ◦
(
T (pn+1) + pT (pn−1)Rp
)
=
= F ◦ T (pn+1) + pF ◦ T (pn−1)Rp = T (pn+1)F + pRpT (pn−1)F =
(ii), (i)
= T (pn+1)F + p1−2kT (pn−1)F,
dakle vrijedi i (3.47). 
Heckeovi operatori kao linearni operatori na prostorima modularnih
funkcija
Neka je k ∈ Z. Po propoziciji 3.2.9 relacija
F(Γ(ω1, ω2)) = ω−2k2 f
(
ω1
ω2
)
, (ω1, ω2) ∈ M, (3.48)
ostvaruje bijekciju izmedu skupa slabo modularnih funkcija tezˇine 2k i odgovarajuc´eg pod-
skupa skupa funkcijaR → C tezˇine 2k.
Neka je f : H → C slabo modularna funkcija tezˇine 2k i neka je F : R → C odgova-
rajuc´a funkcija tezˇine 2k. Neka je n ∈ Z>0.
Definicija 3.8.10. Definiramo
T (n) f := funkcija pridruzˇena funkciji n2k−1T (n)F relacijom (3.48).
Lema 3.8.11. Vrijedi
(T (n) f ) (z) = n2k−1
∑
a,b,d∈Z≥0
ad=n, b<d
d−2k f
(
az + b
d
)
, z ∈ H. (3.49)
Dokaz. Koristec´i lemu 3.8.5, racˇunamo, za z ∈ H,
(T (n) f )(z) =
(
n2k−1T (n)F
)
(Γ(z, 1)) = n2k−1
∑
[Γ(z,1):Γ′]=n
F
(
Γ′
)
=
= n2k−1
∑
a,b,d∈Z≥0
ad=n, b<d
F (Γ (az + b, d))
(3.48)
= n2k−1
∑
a,b,d∈Z≥0
ad=n, b<d
d−2k f
(
az + b
d
)
. 
Propozicija 3.8.12. (i) T (n) f je slabo modularna funkcija tezˇine 2k.
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(ii) Ako je f holomorfna na H, tada je i T (n) f holomorfna na H.
(iii) Vrijede sljedec´e relacije:
T (m)T (n) f = T (mn) f , m, n ∈ Z>0, (m, n) = 1, (3.50)
T (p)T (pn) f = T (pn+1) f + p2k−1T (pn−1) f , p ∈ P, n ∈ Z>0. (3.51)
Dokaz. (i) Kako je n2k−1T (n)F funkcija tezˇine 2k (propozicija 3.8.9.(ii)), po propoziciji
3.2.9 odgovarajuc´a funkcija T (n) f : H → C zadovoljava uvjet modularnosti (3.4). Nadalje,
iz (3.49) jasno je da je f , kao konacˇna suma meromorfnih funkcija, meromorfna funkcija
na H. Dakle, f je modularna funkcija tezˇine 2k.
(ii) Tvrdnja je ocˇita iz (3.49).
(iii) Imamo
T (m)T (n) f ↔ m2k−1T (m)
(
n2k−1T (n)F
)
= (mn)2k−1T (m)T (n)F =
(3.46)
= (mn)2k−1T (mn)F ↔ T (mn) f ,
gdje↔ oznacˇava bijekciju definiranu relacijom (3.48). Dakle, vrijedi (3.50). Slicˇno, iz
T (p)T (pn) f ↔ p2k−1T (p)
(
pn(2k−1)T (pn)F
)
=
= p(n+1)(2k−1)T (p)T (pn)F
(3.47)
= p(n+1)(2k−1)
(
T (pn+1)F + p1−2kT (pn−1)F
)
=
= p(n+1)(2k−1)T (pn+1)F + pn(2k−1)T (pn−1)F ↔ T (pn+1) f + p2k−1T (pn−1) f
slijedi (3.51). 
Propozicija 3.8.13. Ako je f modularna funkcija tezˇine 2k s Fourierovim razvojem
f (z) =
∑
m∈Z
c(m)qm, z ∈ H,
tada je i T (n) f modularna funkcija tezˇine 2k, s Fourierovim razvojem
(T (n) f ) (z) =
∑
m∈Z
γ(m)qm,
gdje je
γ(m) =
∑
a∈Z≥1
a|(n,m)
a2k−1c
(mn
a2
)
, m ∈ Z. (3.52)
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Dokaz. U sljedec´em raspisu zbog apsolutne konvergencije Fourierova reda funkcije f na
H (sjetimo se da je to zapravo Laurentov red funkcije f˜ oko 0 na K×(0, 1)) smijemo po
volji mijenjati poredak sumacije. Za z ∈ H imamo
(T (n) f ) (z)
(3.49)
= n2k−1
∑
a,b,d∈Z≥0
ad=n, b<d
d−2k
∑
m∈Z
c(m)e2piim
az+b
d =
= n2k−1
∑
m∈Z
∑
a,d∈Z≥1
ad=n
d−2kc(m)e2piim
az
d
d−1∑
b=0
(
e2pii
m
d
)b
.
Kako je
d−1∑
b=0
(
e2pii
m
d
)b
=

d · 1 = d, ako md ∈ Z,
1−
(
e2pii
m
d
)d
1−e2pii md = 0, ako
m
d < Z,
d ∈ Z≥1,
slijedi
(T (n) f ) (z) =
∑
m∈Z
∑
a,d∈Z≥1
ad=n, d|m
(n
d
)2k−1
c(m)e2pii
m
d az =
[
m′ =
m
d
]
=
=
∑
m′∈Z
∑
a,d∈Z≥1
ad=n
a2k−1c(m′d)qm
′a =
[
m = m′a
]
=
=
∑
m∈Z
∑
a,d∈Z≥1
a|m, ad=n
a2k−1c
(
md
a
)
qm =
=
∑
m∈Z

∑
a∈Z≥1
a|(m,n)
a2k−1c
(mn
a2
) qm.
Time je dokazana tvrdnja o Fourierovu razvoju funkcije T (n) f .
Po propoziciji 3.8.12.(i) T (n) f je slabo modularna funkcija tezˇine 2k. Da bismo doka-
zali da je modularna, preostaje pokazati da je meromorfna u beskonacˇnosti, tj. da postoji
m0 ∈ Z takav da za m < m0 vrijedi γ(m) = 0. Neka je N ∈ Z≥0 takav da je c(m) = 0 za
m ≤ −N. Tada za m ≤ −nN vrijedi
a ∈ Z≥1, a | (m, n) ⇒ mna2 < −
n2
a2
N ≤ −N ⇒ c
(mn
a2
)
= 0
pa je, po (3.52), γ(m) = 0. Dakle, T (n) f je modularna funkcija tezˇine 2k. 
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Korolar 3.8.14. Uz oznake propozicije 3.8.13, vrijedi
γ(0) = σ2k−1(n) c(0), γ(1) = c(n),
a u slucˇaju kad je n = p ∈ P
γ(m) =
c(mp), p - m,c(mp) + p2k−1c (mp ) , p | m, m ∈ Z.
Dokaz. Sve tvrdnje direktna su posljedica (3.52). 
Korolar 3.8.15. T (n) je linearan operator na prostorima Mk i M0k .
Dokaz. Linearnost od T (n) je ocˇita. Ako je f modularna forma tezˇine 2k, tj. za sve m ∈ Z<0
vrijedi c(m) = 0, tada, po (3.52), vrijedi i γ(m) = 0 za sve m ∈ Z<0, pa je T (n) f ne samo
modularna funkcija tezˇine 2k (propozicija 3.8.13), vec´ i modularna forma. Ako je f cˇak
kusp forma, tj. vrijedi i c(0) = 0, tada je, po korolaru 3.8.15, i γ(0) = σ2k−1(n) c(0) = 0, pa
je i T (n) f kusp forma. Slijedi tvrdnja korolara. 
Svojstvene funkcije operatora T (n)
Neka je k ∈ Z>0. Neka je f = ∑m∈Z≥0 c(m)qm ∈ Mk\{0} svojstvena funkcija svih operatora
T (n), n ∈ Z>0, i neka je (λ(n))n∈Z>0 ⊆ C odgovarajuc´i niz svojstvenih vrijednosti, tj.
T (n) f = λ(n) f , n ∈ Z>0. (3.53)
Lema 3.8.16. Vrijedi
c(n) = λ(n)c(1), n ∈ Z>0.
Dokaz. Neka je n ∈ Z>0 i neka su γ(m), m ∈ Z, Fourierovi koeficijenti funkcije T (n) f .
Buduc´i da je f svojstvena funkcija operatora T (n), vrijedi γ(1) = λ(n)c(1), a po korolaru
3.8.14 je γ(1) = c(n). Slijedi tvrdnja. 
Lema 3.8.17. Vrijedi c(1) , 0.
Dokaz. Pretpostavimo da je c(1) = 0. Tada je, po lemi 3.8.16, c(n) = 0 za sve n ∈ Z>0, pa
je f konstantna funkcija. Ali to je nemoguc´e jer u skupu Mk\{0} ocˇito nema konstantnih
funkcija. Dakle, c(1) , 0. 
U nastavku pretpostavljamo da je f normalizirana uvjetom c(1) = 1.
Teorem 3.8.18. (i) Vrijedi
c(n) = λ(n), n ∈ Z>0.
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(ii) Svojstvene vrijednosti λ(n), n ∈ Z>0, jedinstveno odreduju funkciju f .
Dokaz. (i) Slijedi direktno iz leme 3.8.16.
(ii) Neka je g =
∑
m∈Z≥0 d(m)q
m ∈ Mk, pri cˇemu je d(1) = 1 i vrijedi T (n)g = λ(n)g,
n ∈ Z>0. Tada je, po (i), c(n) = d(n) za sve n ∈ Z>0, pa je g − f konstantna funkcija u Mk,
dakle g − f ≡ 0, tj. g = f . 
Korolar 3.8.19. Vrijedi
c(mn) = c(m)c(n), m, n ∈ Z>0, (m, n) = 1, (3.54)
c(p)c(pn) = c(pn+1) + p2k−1c(pn−1), n ∈ Z>0, p ∈ P. (3.55)
Dokaz. Uvrsˇtavanjem (3.53) u relacije (3.50) i (3.51) dobivamo
λ(m)λ(n) = λ(mn), m, n ∈ Z>0, (m, n) = 1,
λ(p)λ(pn) = λ(pn+1) + p2k−1λ(pn−1), n ∈ Z>0, p ∈ P,
odakle primjenom teorema 3.8.18.(i) slijedi tvrdnja. 
Sjetimo se da obicˇan Dirichletov red
∑∞
n=1
c(n)
ns konvergira apsolutno za Re s > 2k i
definira holomorfnu funkciju Φ f : {s ∈ C : Re s > 2k} → C (korolar 3.6.4).
Teorem 3.8.20. Vrijedi produktna formula
Φ f (s) =
∏
p∈P
1
1 − c(p)ps + p2k−1−2s
, Re s > 2k, (3.56)
pri cˇemu beskonacˇan produkt na desnoj strani konvergira normalno po kompaktima.
Dokaz. Neka je Re s > 2k. Buduc´i da red
∑∞
n=1
c(n)
ns konvergira apsolutno, a funkcija c :
Z>0 → C je multiplikativna (jer vrijedi c(1) = 1 i (3.54)), po lemi 2.2.11 vrijedi
Φ f (s) =
∏
p∈P
∞∑
n=0
c(pn)
pns
.
Prema tome, da bismo dokazali (3.56), dovoljno je pokazati da je za svaki p ∈ P
∞∑
n=0
c(pn)
pns
=
1
1 − c(p)ps + p2k−1−2s
, (3.57)
tj., uz X := 1ps ,  ∞∑
n=0
c(pn)Xn
 (1 − c(p)X + p2k−1X2) = 1.
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Grupiranjem po potencijama od X, dobivamo da je lijeva strana ove jednakosti
∑∞
n=0 anX
n,
gdje je
an =

c(1) = 1, ako je n = 0,
c(p) − c(1)c(p) = 0, ako je n = 1,
c(pn) − c(pn−1)c(p) + p2k−1c(pn−2) (3.55)= 0, ako je n ∈ Z≥2,
pa (3.57) zaista vrijedi. Time je dokazana produktna formula (3.56).
Iz ocjene, za Re s ≥ x > 2k,∣∣∣∣∣∣∣ 11 − c(p)ps + p2k−1−2s − 1
∣∣∣∣∣∣∣ (3.57)=
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1
c(pn)
pns
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1
|c(pn)|
pnx
, p ∈ P,
i ∑
p∈P
∞∑
n=1
|c(pn)|
pnx
≤
∞∑
n=1
|c(n)|
nx
< ∞,
vidimo da beskonacˇan produkt u (3.56) konvergira normalno na poluravninama {s ∈ C :
Re s ≥ x}, x > 2k, pa i na kompaktima u {s ∈ C : Re s > 2k}. 
Teorem 3.8.21. Neka je k ∈ Z≥2. Eisensteinov red Gk svojstvena je funkcija operatora
T (n), n ∈ Z>0, sa svojstvenim vrijednostima σ2k−1(n), n ∈ Z>0. Normalizirana svojstvena
funkcija je
Gnormk (z) :=
(−1)kBk
4k
+
∞∑
n=1
σ2k−1(n)qn, z ∈ H, (3.58)
a odgovarajuc´i je Dirichletov red
ΦGnormk (s) =
∞∑
n=1
σ2k−1(n)
ns
= ζ(s)ζ(s + 1 − 2k), Re s > 2k.
Dokaz. Izracˇunajmo T (p)Gk za p ∈ P. Modularnoj formi Gk : H → C po relaciji (3.48)
odgovara funkcija Gk : R → C,
Gk(Γ) :=
∑
γ∈Γ\{0}
1
γ2k
, Γ ∈ R,
tezˇine 2k. Iz dokaza leme 3.3.1 lako slijedi da red na desnoj strani za svaki Γ ∈ R konver-
gira apsolutno. Za Γ ∈ R imamo
(T (p)Gk) (Γ) =
∑
[Γ:Γ′]=p
∑
γ∈Γ′\{0}
1
γ2k
.
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Kako se γ ∈ Γ′\{0} nalazi u svih p + 1 podresˇetki od Γ indeksa p ako je γ ∈ pΓ (jer
je pΓ ⊆ Γ′ za sve Γ′ ∈ Γ(p); vidi napomenu 3.8.4), a samo u jednoj takvoj podresˇetki
(praslici po kanonskom epimorfizmu Γ → Γ/pΓ podgrupe od Γ/pΓ generirane sa γ + pΓ)
ako γ < pΓ, slijedi
(T (p)Gk) (Γ) = (p + 1)
∑
γ∈(pΓ)\{0}
1
γ2k
+
∑
γ∈Γ\(pΓ)
1
γ2k
=
∑
γ∈Γ\{0}
1
γ2k
+ p
∑
γ∈(pΓ)\{0}
1
γ2k
=
= Gk(Γ) + pGk(pΓ) =
(
1 + p−2k+1
)
Gk(Γ).
Zato je, po definiciji funkcije T (n)Gk : H → C,
T (n)Gk = p2k−1
(
1 + p−2k+1
)
Gk = σ2k−1(p)Gk.
Dakle, Gk je svojstvena funkcija operatora T (p), p ∈ P. Zahvaljujuc´i relacijama (3.50) i
(3.51), odatle lako slijedi da je Gk svojstvena funkcija svih T (n), n ∈ Z>0. Iz Fourierova
razvoja funkcije Gk (korolar 3.3.12) cˇitamo da je normalizirana svojstvena funkcija
Gnormk (z) :=
ζ(2k)(2k − 1)!
(2pii)2k
+
∞∑
n=1
σ2k−1(n) qn, z ∈ H,
sˇto pomoc´u formule (3.18) prelazi u (3.58). Po teoremu 3.8.18.(i) iz koeficijenata tog
razvoja cˇitamo da su pripadne svojstvene vrijednosti σ2k−1(n), n ∈ Z>0. Napokon, kako za
Re s > 2k redovi
∑∞
d=1
1
ds i
∑∞
a=1
1
as+1−2k konvergiraju apsolutno, koristec´i propoziciju 1.2.10
dobivamo da za Re s > 2k vrijedi
ζ(s)ζ(s + 1 − 2k) =
 ∞∑
d=1
1
ds
  ∞∑
a=1
1
as+1−2k
 = ∑
a,d∈Z>0
a2k−1
(ad)s
=
∞∑
n=1
σ2k−1(n)
ns
= ΦGnormk (s). 
Teorem 3.8.22. Kusp forme ∆, ∆G2, ∆G3, ∆G4, ∆G5 i ∆G7 svojstvene su funkcije operatora
T (n), n ∈ Z>0.
Dokaz. Kako su prostori M06 , M
0
8 , M
0
9 , M
0
10, M
0
11 i M
0
13 jednodimenzionalni (teorem 3.4.9.(iv)),
svi njihovi elementi razlicˇiti od 0 trivijalno su svojstvene funkcije svih linearnih operatora
na tim prostorima. Naravno, to vrijedi i za kusp forme ∆, ∆G2, ∆G3, ∆G4, ∆G5 i ∆G7 i
operatore T (n), n ∈ Z>0. 
Ramanujanova τ funkcija
Definicija 3.8.23. Neka su τ(n), n ∈ Z>0, Fourierovi koeficijenti kusp forme (2pi)−12∆, tj.
∞∑
n=1
τ(n)qn = (2pi)−12∆
(3.34)
= q
∞∏
n=1
(1 − qn)24 , z ∈ H.
Funkciju τ : Z>0 → C zovemo Ramanujanovom τ funkcijom.
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Ramanujan je proucˇavao svojstva funkcije τ. Naslutio je, ali nije uspio dokazati, i
tvrdnju sljedec´eg teorema.
Teorem 3.8.24. Funkcija τ je multiplikativna i vrijedi
τ(pn+1) = τ(p)τ(pn) − p11τ(pn−1), p ∈ P, n ∈ Z>0.
Dokaz. Kako je ∆ svojstvena funkcija operatora T (n), n ∈ Z>0, (teorem 3.8.22), a ko-
eficijent uz q u njezinu Fourierovu razvoju upravo je (2pi)12 (vidi dokaz teorema 3.7.3),
(2pi)−12∆ je normalizirana svojstvena funkcija operatora T (n). Dakle, τ(1) = 1 i po korolaru
3.8.19 vrijede relacije
τ(mn) = τ(m)τ(n), m, n ∈ Z>0, (m, n) = 1,
τ(p)τ(pn) = τ(pn+1) + p11τ(pn−1), n ∈ Z>0, p ∈ P,
sˇto dokazuje tvrdnju. 
1974. godine P. Deligne je dokazao da vrijedi
|τ(p)| ≤ 2p 112 , p ∈ P.
Ni do danas nisu otkrivene sve tajne funkcije τ. Zavrsˇimo poznatom slutnjom.
Slutnja 3.8.25 (Lehmerova slutnja o Ramanujanovoj τ funkciji). Vrijedi
τ(n) , 0, n ∈ Z>0.
Tvrdnja je dokazana za n < 22798241520242687999 ≈ 2 · 1019 (J. Bosman 2007.).
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Sazˇetak
Ovaj je rad uvod u analiticˇku teoriju brojeva i teoriju modularnih formi. U prvom dijelu
rada dokazujemo Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmeticˇkim nizovima. U
drugom dijelu proucˇavamo modularne forme: konstruiramo osnovne primjere modularnih
funkcija i modularnih formi (Eisensteinov red, modularnu diskriminantu i modularnu inva-
rijantu) i istrazˇujemo njihova svojstva; odredujemo dimenzije i konstruiramo baze prostora
modularnih formi; uvodimo Heckeove operatore kao korespondencije na skupu resˇetki u C
i istrazˇujemo svojstva njihovih svojstvenih funkcija.

Summary
This thesis is an introduction to analytic number theory and the theory of modular forms.
In the first part of the thesis, we prove the Dirichlet’s theorem on primes in arithmetic
progressions. In the second part, we study modular forms: we construct basic examples
of modular functions and modular forms (the Eisenstein series, the modular discriminant
and the modular invariant) and investigate their properties; we find the dimensions and
construct bases of spaces of modular forms; we introduce the Hecke operators as corres-
pondences on the set of lattices in C and investigate properties of their eigenfunctions.
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